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ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ, 2001, том 41, № 1, с. 86-94 

УДК 519.6243 

Предложен метод, позволяющий обнаружить неустойчивость в задаче типа Орра-Зоммер-
фельда. Затем, если это требуется, можно найти неустойчивое собственное значение с помо
щью некоторого аналога метода продолжения по параметру, т.е. не решая задач двумерного 
поиска. Используются топологические методы локализации собственных значений и специ
альный вариант метода дифференциальной прогонки. 

З а д а ч а О р р а - З о м м е р ф е л ь д а об устойчивости п л о с к о г о т е ч е н и я П у а з е й л я [1] я вляется клас 
сическим п р и м е р о м н е с а м о с о п р я ж е н н о й к р а е в о й задачи на с о б с т в е н н ы е значения , ей п о с в я щ е н о 
б о л ь ш о е число р а б о т . П о и с к " п е р в ы х " собственных значений (и-даже т о л ь к о в ы я с н е н и е в о п р о 
са, с о д е р ж а т с я л и т а к о в ы е в заданной области к о м п л е к с н о й плоскости) для задач э т о г о типа 
п р е д с т а в л я е т с у щ е с т в е н н у ю трудность , особенно в тех случаях, когда из-за отсутствия х о р о ш и х 
исходных п р и б л и ж е н и й н е в о з м о ж н о п р и м е н и т ь м е т о д п р о д о л ж е н и я п о параметру . В [2], [3] б ы л 
п р е д л о ж е н ч и с л е н н ы й м е т о д л о к а л и з а ц и и собственных значений , о с н о в а н н ы й на в ы ч и с л е н и и 
н е к о т о р ы х т о п о л о г и ч е с к и х и н в а р и а н т о в о т о б р а ж е н и й м н о г о о б р а з и й Грассмана , п о р о ж д е н н ы х 
и с х о д н ы м уравнением . В данной р а б о т е э т о т метод (и н е к о т о р ы е другие средства) ра зви ва е тс я 
п р и м е н и т е л ь н о к к о н к р е т н о м у классу задач . П л а н р а б о т ы следующий. В о введении дается п о 
с т а н о в к а задачи и п р и м е н и т е л ь н о к ней к р а т к о п о в т о р я е т с я основная к о н с т р у к ц и я из [2], [3]. 
В разд . 2 п о л у ч е н о о б о б щ е н и е э н е р г е т и ч е с к о й о ц е н к и [4], с п о м о щ ь ю к о т о р о г о м о ж н о д е л а т ь 
в ы в о д о (не)устойчивости , о т с л е ж и в а н и я н а л и ч и я т а к н а з ы в а е м ы х " с о п р я ж е н н ы х т о ч е к " (см. да
лее ) для з н а ч е н и й с п е к т р а л ь н о г о п а р а м е т р а , л е ж а щ и х на о т р е з к е в е щ е с т в е н н о й оси, длина к о 
т о р о г о оценивается явно по к о э ф ф и ц и е н т а м уравнения . В разд . 3 п р е д л о ж е н в а р и а н т м е т о д а 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й п р о г о н к и с п р о с т ы м и в ы ч и с л и т е л ь н ы м и ф о р м у л а м и , к о т о р ы й для задач ти
па О р р а - З о м м е р ф е л ь д а о б л а д а е т р я д о м п р е и м у щ е с т в , п о с р а в н е н и ю с и з в е с т н ы м и м е т о д а м и . 
В разд . 4 и з л а г а е т с я м е т о д н а х о ж д е н и я неустойчивого собственного значения путем его "трасси
р о в к и " из с о п р я ж е н н о й т о ч к и вдоль н е к о т о р ы х к р и в ы х на к о м п л е к с н о й плоскости (эта в о з м о ж 
ность б ы л а у к а з а н а , но не к о н к р е т и з и р о в а н а в [2]). В разд . 5 п р и в е д е н ы р е з у л ь т а т ы ч и с л е н н ы х 
э к с п е р и м е н т о в . 

У р а в н е н и е О р р а - З о м м е р ф е л ь д а (см. [1]) в о з н и к а е т при изучении устойчивости в л и н е й н о м 
п р и б л и ж е н и и п л о с к о г о т е ч е н и я в я з к о й н е с ж и м а е м о й ж и д к о с т и ( течения П у а з е й л я ) в слое - ° ° < 
< x < o o ? - l < j < L B уравнениях Н а в ь е - С т о к с а в о з м у щ е н и е ф у н к ц и и т о к а берется в виде 
ф(у)ехр[ /а(х - ct)]. В р е з у л ь т а т е в о з н и к а е т с л е д у ю щ а я к р а е в а я задача : 

1. В В Е Д Е Н И Е 

(1.1) 

Ф'(0) = <р»'(0) = о, (1.2а) 

ф ( 1 ) = ф ' (1 ) = 0. (1.26) 

^Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код проекта 
99-01-00331). 
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З д е с ь R - число Рейнольдса , U(y) - п р о ф и л ь с к о р о с т и н е в о з м у щ е н н о г о п о т о к а , а > О - посто
янная , с - с п е к т р а л ь н ы й п а р а м е т р . К р а е в ы е условия в т о ч к е у = О п о л у ч е н ы с т а н д а р т н ы м п е р е 
ходом от и н т е р в а л а [ - 1 , 1] к и н т е р в а л у [0, 1] с у ч е т о м т о г о , ч т о все с о б с т в е н н ы е ф у н к ц и и (с.ф.) 
л и б о ч е т н ы е , л и б о н е ч е т н ы е , п р и ч е м с.ф. , с о о т в е т с т в у ю щ а я с о б с т в е н н ы м з нач ени ям (с.з.) с 
н а и б о л ь ш е й м н и м о й ч а с т ь ю ч е т н а я (см. [5]). Т е ч е н и е неустойчиво в л и н е й н о м п р и б л и ж е н и и , ес
л и задача (1.1), (1.2) и м е е т с о б с т в е н н ы е значения с, у к о т о р ы х 1т(с) > 0. Т р е б у е т с я определить , 
есть л и у задачи т а к и е н е у с т о й ч и в ы е с.з. и если да, т о н а й т и их. 

В [3] б ы л о п о к а з а н о , ч т о для в ы я с н е н и я вопроса о т о м , и м е ю т с я л и (и с к о л ь к о ) с.з. задачи ти
па (1.1), (1.2) в заданной о б л а с т и О с С, нет необходимости р е ш а т ь задачу двумерного поиска по 
с в О (это м о ж е т оказаться , и в р е а л ь н ы х задачах ч а с т о о к а з ы в а е т с я н е п р и е м л е м ы м по в р е м е н и 
счета , п о с к о л ь к у в ы ч и с л е н и е значения м и н и м и з и р у е м о г о ф у н к ц и о н а л а в одной т о ч к е се О, т р е 
бует, в зависимости от используемой техники , р е ш е н и я с е т о ч н о й к р а е в о й задачи л и б о р е ш е н и я 
двух задач К о ш и для н е л и н е й н ы х п р о г о н о ч н ы х уравнений) . П р е д л о ж е н н ы й м е т о д годен для ли
нейной к р а е в о й задачи о б щ е г о вида: 

Г (у) = A(y,c)Y(y), Уо<У<Уи (1.3) 

ЩГ(у0) = 0 , (1.4а) 

Wj(y{) = 0 , (1.46) 

к к о т о р о й задача О р р а - З о м м е р ф е л ь д а м о ж е т б ы т ь сведена ( с т а н д а р т н ы й способ Y = (ф, ф', ф", 
ф" ' ) т ) . З д е с ь к о м п л е к с н а я (п х п)- (в н а ш е м случае (4 х 4)-) м а т р и ц а А н е п р е р ы в н о зависит от у и 
а н а л и т и ч е с к и о т к о м п л е к с н о г о с п е к т р а л ь н о г о п а р а м е т р а с; \|/ 0 и \\f{ - к о м п л е к с н ы е [{п -к)хп]-
и (к х п ) -матрицы п о л н о г о р а н г а (в данном случае к = 2) , F - з ависящий о т у в е к т о р - р е ш е н и е . Л и 
нейное условие вида (1.4а) в ы д е л я е т л и н е й н о е п о д п р о с т р а н с т в о пространства С", к о т о р о м у 
д о л ж н ы п р и н а д л е ж а т ь значения р е ш е н и й (1.3) в т о ч к е у0. М н о ж е с т в о всех таких подпространств 
и м е е т естественную структуру а н а л и т и ч е с к о г о м н о г о о б р а з и я и н а з ы в а е т с я м н о г о о б р а з и е м 
Грассмана CG(n, к) (см. [6]). У р а в н е н и е (1.3) вместе с условием (1.4а) о п р е д е л я ю т о т о б р а ж е н и е 
переноса линейного условия g : [у0, У\] х С — - CG(n, к), где для у е £у0, ух], се. С значением g (у, с) 
является м н о ж е с т в о значений в т о ч к е у р е ш е н и й (1.3), у д о в л е т в о р я ю щ и х (1.4а) (далее для п р о 
с т о т ы предполагается , ч т о о б л а с т ь ю задания с п е к т р а л ь н о г о п а р а м е т р а с я вляется вся к о м п л е к с 
ная плоскость ; в задаче О р р а - З о м м е р ф е л ь д а э т о т а к ) . З н а ч е н и я о т о б р а ж е н и я g м о ж н о устойчи
во в ы ч и с л я т ь , используя м е т о д ы д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й п р о г о н к и (при т о м , ч т о о т д е л ь н ы е 
р е ш е н и я (1.3) могут сильно расти и " с л и п а т ь с я " друг с другом) . О б щ а я идея м е т о д о в д и ф ф е р е н 
ц и а л ь н о й п р о г о н к и состоит в т о м , ч т о б ы перенести условия типа (1.4), з а д а н н ы е в р а з н ы х т о ч 
ках, в н е к о т о р у ю о б щ у ю точку , где их м о ж н о п р о в е р и т ь на совместность . М е т о д [3] с л е д у ю щ и м 
о б р а з о м использует эту и д е ю в п р и м е н е н и и к н е с а м о с о п р я ж е н н ы м з а д а ч а м на с о б с т в е н н ы е зна
чения : п р о б е г а я п а р а м е т р о м с п о границе и н т е р е с у ю щ е й нас о б л а с т и О , н у ж н о находить т о ч к и 
у е [у0, у{], для к о т о р ы х условие g (у, с) совместимо с условием (1.46), п е р е н е с е н н ы м в т о ч к у у 
(в [7] т а к и е т о ч к и у н а з ы в а ю т с я с о п р я ж е н н ы м и ) . Т е значения с, для к о т о р ы х с о п р я ж е н н а я т о ч к а 
у существует (в ситуации о б щ е г о п о л о ж е н и я их будет к о н е ч н о е число) , будем н а з ы в а т ь " з а м е т а 
ю щ и м и " . Д л я к а ж д о й т а к о й т о ч к и н у ж н о в ы ч и с л и т ь знак н е к о т о р о г о к о н к р е т н о г о в ы р а ж е н и я 
(якобиана , см. [3], [6]). Сумма п о л у ч е н н ы х +1 и л и - 1 равна числу с.з. в о б л а с т и О . Д а л е е , все с.з., 
находящиеся в Q, л е ж а т на о п р е д е л е н н ы х к р и в ы х на к о м п л е к с н о й плоскости , в ы х о д я щ и х из за
м е т а ю щ и х т о ч е к с п о л о ж и т е л ь н ы м з н а к о м , и их м о ж н о найти специальной " т р а с с и р о в к о й " 
вдоль этих кривых . Т а к и м о б р а з о м , з адача на с.з. (1.3), (1.4) сводится к н е с к о л ь к и м о д н о м е р н ы м 
задачам. 

2. О Ц Е Н К И 

В задаче О р р а - З о м м е р ф е л ь д а о б л а с т ь поиска неустойчивого с.з. О совпадает с верхней по
л у п л о с к о с т ь ю , и п о э т о м у описанная в ы ш е процедура в непосредственном виде неосуществима , 
т а к к а к границей О является вся в е щ е с т в е н н а я ось . В о з н и к а е т вопрос : н е л ь з я л и у к а з а т ь на ве 
щ е с т в е н н о й оси т а к о й к о н к р е т н ы й (и не о ч е н ь б о л ь ш о й ) о т р е з о к , ч т о для о п р е д е л е н и я неустой
чивости задачи (1.1), (1.2) б ы л о б ы д о с т а т о ч н о п р о в е р и т ь н а л и ч и е з а м е т а ю щ и х т о ч е к т о л ь к о для 
значений с, п р и н а д л е ж а щ и х э т о м у отрезку . Д а л е е будет п о л у ч е н п о л о ж и т е л ь н ы й о т в е т на э т о т 
вопрос . П р и э т о м используется п р е д л о ж е н н ы й в [4] метод , о с н о в а н н ы й на о ц е н к а х типа э н е р г е -
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тических . В [4] для случая U(y) = 1 - у2 б ы л о п о к а з а н о , ч т о если у задачи (1.1), (1.2) и м е ю т с я с.з. 
с, у к о т о р ы х Im(c) > 0, т о 

- l / a 2 < R e ( c ) < l , 0 < l m ( c ) < l / a , 

т .е . о б л а с т ь поиска неу с той ч и вого с.з. суживается до п р я м о у г о л ь н и к а с р а з м е р а м и п о р я д к а еди
н и ц ы . Д а л е е с п о м о щ ь ю а н а л о г и ч н о й техники будет д о к а з а н о , ч т о если у задачи и м е е т с я с.з. с 
Im(c) > 0, т о для н е к о т о р о г о значения с, л е ж а щ е г о на к о н к р е т н о м о т р е з к е в е щ е с т в е н н о й оси дли
н ы п о р я д к а единицы, з адача и м е е т с о п р я ж е н н у ю точку . 

П р о в е д е м все в ы к л а д к и сразу для п р о и з в о л ь н о г о п р о ф и л я U. П у с т ь при н е к о т о р о м з н а ч е н и и 
с п е к т р а л ь н о г о п а р а м е т р а с ф у н к ц и я ф не р а в н а т о ж д е с т в е н н о н у л ю и у д о в л е т в о р я е т у р а в н е н и ю 
(1.1), к р а е в о м у у с л о в и ю (1.26) и к р а е в о м у у с л о в и ю (1.2а), п о с т а в л е н н о м у в н е к о т о р о й т о ч к е 
а е [0, 1) (т .е . а я в л я е т с я с о п р я ж е н н о й т о ч к о й , см. в ы ш е ) . И н т е г р и р о в а н и е м по ч а с т я м с у ч е т о м 
к р а е в ы х условий л е г к о п о л у ч и т ь с л е д у ю щ и е т о ж д е с т в а : 

1 1 

l ( d 2 / d y 2 - a 2 ) 2 ( p ( y m y ) d y = l \ ( d 2 / d y 2 - a 2 M y f d y , 

а а 

1 1 

\ { d 2 i d y 2 - a 2 m y m y ) d y = - | ( 1 ф ' ы 1 2 + О С 2 1 ф ы 1 2 ) ^ 
а а 

1 1 1 

j U ( y ) ( ( d 2 / d y 2 - се 2)ф(зО)фЫ^ = - | ^ ) ( 1 ф ' Ы | 2 + а 2 | ф Ы | 2 ) ^ - jVW(yMy)dy. 

а а а 

П е р е н о с я п р а в у ю ч а с т ь (1.1) влево , д о м н о ж а я уравнение на ф и интегрируя по частям , полу
ч а е м 

1 1 1 

j\(d2/dy2 - a2)<v(y)\2dy + iaRJU(W(y)\2 + a\<p(y)\2)dy + iaRJU\y)(?'(ymy)dy-

а а а 
1 1 

-iaRcji^'iyf + a^iy^dy + iaRJU-iy^iyfdy = 0 . 

а а 

П о л о ж и м с = X + i\i и р а з д е л и м д е й с т в и т е л ь н у ю и м н и м у ю части: 
1 1 1 

j\(d2/dy2 - a2)q>(.v)|\/v - a R j t / ' ( v ) I m ( 9 ' ( . v ) ( p ( v) )^v + аЯд|(|ср'(у)|2 + a2\tp(y)\2)dy = 0 , (2.1) 

а а а 

1 1 

ая|<У(у)(1ф'(у)|2 + а2|ф(у)|>/у + aRJU'(y)Rt«p'(y)y{y))dy-

а , \ (2.2) 

-aRl\{\<Q\y)\2 + a2\<${y)\2)dy + aR\u\y)\<$>{yfdy = 0 . 
а а 

О б о з н а ч и м щ = max , и{ = max | t / ' ( . y ) | , и2 = max | t /"()0l • В р е а л ь н ы х задачах э т о ве -
у е [ 0 , 1 ] уе[0, 1] У€[0,1] 

л и ч и н ы п о р я д к а единицы. С у ч е т о м очевидного неравенства 

а|ср'(3^)ф(^)1 < (1ф'(^)|2 + сх 2 |ф(з;)| 2)/2 
из (2.1) п о л у ч а е м 

1 1 1 

j\(d2/dy2 - сх2)ф(у)Гф + aRuj(|9'(y)|2 + а2|Ф(у)|2) dy < ^Rux |(|ф'(у)|2 + a\{yf)dy, 
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l-U4a)\q>(a)\ 

|ф(у)|<||ф'(>')М>'< \\W(yfdy, 
а V а 

для последнего с л а г а е м о г о в (2.3) и м е е м 

1 

<j\W\yfdy. (2.4) 
а 

П о д е л и в т е п е р ь (2.2) на a R и у ч и т ы в а я (2.3), п о л у ч а е м 

1 1 

\{U-\)(\^{yf + a\{y)\2)dy = -\\и"{уШу)\гс1у-^и\аШа)\\ (2.5) 

а а 

Р а с с м о т р и м два случая в зависимости от з н а к а X. 
1. X < 0. П р а в а я часть (2.5) (с у ч е т о м (2.4)) не превосходит в е л и ч и н ы 

i l l 

^JMyfdy +1/W(y)\2dy < \[^2 + M l )j( | V ' (y) l 2 + a2№y)\2)dy, 
а а а 

откуда 

\Х\ <и0 + их12 + и2/(2а2). 

В ч а с т н о м случае U(y) = 1 - у2 в р е з у л ь т а т е н е к о т о р ы х у п р о щ е н и й а н а л о г и ч н о е н е р а в е н с т в о 
п р и м е т вид < 1 + 1/а 2. 

2. А, > 0. П е р е п и ш е м (2.5) в виде 

1 1 1 

jV(|(p'()0l2 + ̂ (yf)dy + \u'(a)\(p(af + \ju"(y)\y(y)\2dy = tf(W(y)\2 + а2|ф()01 Vy-
а а а 

Л е в а я часть равенства не превосходит в е л и ч и н ы 

1 

( " о + Щ12 + и 2 / 2 о с 2 ) | ( | ф ' Ы | 2 + a2\q>(y)\2)dy, 
а 

откуда 

Х<и0 + их12 + и2/(2а2). 

Д л я U(y) = 1 - у2 вместо э т о г о п о л у ч и м А, < 2. 
О к о н ч а т е л ь н о , если для н е к о т о р о г о с = X + > 0 (для д а л ь н е й ш е г о н у ж е н т о л ь к о случай 

\1 = 0) задача (1.1), (1.2) и м е е т с о п р я ж е н н у ю точку , т о 

\Х\ <и0 + и{/2 + и2/(2а2) 

и \i < щ/(2а). 
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откуда 

\х<и{/2а. 

В ч а с т н о м случае U(y) = 1 - у2 э т о дает ц < 1/а. 

Д а л е е , с у ч е т о м т о ж д е с т в а Re((p'(y) ф (у)) = ( |ф(у)| 2)72 п о л у ч а е м ч 

1 1 

Ĵ (v)Re(9'(v)(p(v))<v = -̂ Jt/"(v)l<Kv)lVv + ^4«)l9(«)|2. (2.3) 
а а 

Ввиду очевидного неравенства 
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В случае ж е Uiy) =1-у2 в м е с т о э т о г о и м е е м (1 + 1 / а 2 ) <Х<2ш\1< 1/а. 

3. В А Р И А Н Т М Е Т О Д А П Р О Г О Н К И 

Д л я у с т о й ч и в о г о переноса к р а е в о г о условия в н у ж н у ю т о ч к у п р и м е н я ю т с я р а з л и ч н ы е вари
а н т ы м е т о д а д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й п р о г о н к и (см. [8]). З д е с ь будет п р е д л о ж е н н о в ы й в а р и а н т э т о г о 
метода , к о т о р ы й для задач типа О р р а - З о м м е р ф е л ь д а (а именно , к о м п л е к с н ы х задач р а з м е р н о 
сти 4 с двумя условиями на к а ж д о м конце) о б л а д а е т р я д о м п р е и м у щ е с т в по с р а в н е н и ю с извест
н ы м и м е т о д а м и . 

П о л о ж е н и е ^ -мерного л и н е й н о г о подпространства L в « -мерном ( в е щ е с т в е н н о м или к о м 
плексном) л и н е й н о м п р о с т р а н с т в е м о ж н о задавать с п о м о щ ь ю к о о р д и н а т Г р а с с м а н а - П л ю к к е р а 
(см. [9]), о п р е д е л я е м ы х с л е д у ю щ и м о б р а з о м . С ч и т а е м , ч т о во всем пространстве в ы б р а н и за
ф и к с и р о в а н базис (т.е . д е л о происходит в R" или Сп). В о з ь м е м ъъ . . . , z k - п р о и з в о л ь н ы й базис в 
L. Р а с с м о т р и м (п х /^ -матрицу, с о с т а в л е н н у ю из с т о л б ц о в к о о р д и н а т в е к т о р о в zt. П у с т ь g( j -

минор э т о й м а т р и ц ы , стоящий в строках i b ik. Совокупность чисел gt, i k , 1 < is < п, s = 1, 2 , . . . Д 
и есть к о о р д и н а т ы Г р а с с м а н а - П л ю к к е р а подпространства L. О н и я в л я ю т с я п р о е к т и в н ы м и , т .е . 
о п р е д е л е н ы с т о ч н о с т ь ю до к о н с т а н т ы , и не зависят о т в ы б о р а базиса в L. Т е g( j , у к о т о р ы х 
с о в п а д а ю т х о т я б ы два индекса is, р а в н ы н у л ю , и м ы будем р а с с м а т р и в а т ь их т о л ь к о для единства 
записи. О б р а т и м с я к з адаче (1.3), (1.4) и в ы п и ш е м п р о г о н о ч н ы е уравнения , к о т о р ы м п о д ч и н я ю т 
ся к о о р д и н а т ы Г р а с с м а н а - П л ю к к е р а при переносе к р а е в о г о условия вдоль о т р е з к а [у0, у{]. 
П у с т ь ац - к о э ф ф и ц и е н т ы м а т р и ц ы А. П р о д е л а е м сначала н е к о т о р о е условное построение . В ы 
б е р е м к а к о й - н и б у д ь базис в подпространстве , о п р е д е л я е м о м условием (1.4а), и р а с с м о т р и м его 
в е к т о р ы к а к н а ч а л ь н ы е д а н н ы е для к з адач К о ш и для с и с т е м ы (1.3). Е с л и представить себе , ч т о 
э т и задачи р е ш а ю т с я п а р а л л е л ь н о (и п р и т о м не вносится н и к а к и х в ы ч и с л и т е л ь н ы х п о г р е ш н о с 
тей) , т о т е м с а м ы м осуществлялся б ы п е р е н о с базиса в подпространстве , а значит , и к р а е в о г о ус
л о в и я (1.4а) вдоль о т р е з к а £у0, ух]. Н е п о с р е д с т в е н н о пр о в ер яется , ч т о к о о р д и н а т ы Г р а с с м а н а -
П л ю к к е р а при э т о м менялись б ы в соответствии с уравнениями 

к п 

З а п и ш е м (3.1) в в е к т о р н о м виде: 

g' = S3g. (3.2) 

Н е с м о т р я на в н е ш н е е сходство уравнений (3.1), (3.2) с и з в е с т н ы м м е т о д о м с т р е л ь б ы (в част
ности , их линейность ; см. [8]) они не о б л а д а ю т его недостатками , п р о я в л я ю щ и м и с я в экспонен
ц и а л ь н о м р о с т е п о г р е ш н о с т и . Н а о б о р о т , при представлении подпространства с п о м о щ ь ю т а к и х 
к о о р д и н а т расстояние м е ж д у двумя подпространствами п о л у ч а е т а б с о л ю т н о а д е к в а т н о е в ы р а 
ж е н и е (именно о ш и б к и в п о л о ж е н и и подпространств приводят з а т е м к п о г р е ш н о с т я м при р е ш е 
нии л и н е й н ы х систем для значений р е ш е н и я к р а е в о й задачи; т а к и м о б р а з о м , п р е д л а г а е м ы й 
м е т о д о б л а д а е т в э т о м о т н о ш е н и и всеми достоинствами, присущими о р т о г о н а л ь н ы м д и ф ф е р е н 
ц и а л ь н ы м п р о г о н к а м ) . Н а к а ч е с т в е н н о м уровне э т о т в ы в о д следует из к о м п а к т н о с т и м н о г о о б 
р а з и я G(n, к) и единичной с ф е р ы в пространстве в е к т о р о в g. Б о л е е к о н к р е т н о э т о м о ж н о пока 
з а т ь с л е д у ю щ и м о б р а з о м . В о з ь м е м с т а н д а р т н ы й н а б о р к а р т в G(n, к) : £/,- . / = ( L e G(n, к) : L 

п р о е к т и р у е т с я на s p a n ( ^ . . . eik) вдоль о с т а л ь н ы х в е к т о р о в базиса без в ы р о ж д е н и я } . 

Э л е м е н т L е Ui{ Лк однозначно задается (п х / : ) -матрицей, где в строках i b . . . , ik стоит единич
ная (к х ^ - м а т р и ц а , а в о с т а л ь н ы х строках - п р о и з в о л ь н а я [(п -к)х / : ]-матрица w. И н в а р и а н т н а я 
о т н о с и т е л ь н о о р т о г о н а л ь н ы х (соответственно , унитарных) п р е о б р а з о в а н и й пространства Rn(Cn) 
м е т р и к а задается т а к : н а п р и м е р , в т о ч к е s p a n ( e b ек) 

п- к к 

i = и = l 
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С другой с т о р о н ы , н е с л о ж н о п р о в е р и т ь , ч т о 

w i j ~ g \ , . . . , i - \ , j , i + \ . . . k l g \ . . . b 

и соответственно в других к а р т а х U. П о э т о м у с т о ч н о с т ь ю до к о н с т а н т п оря дка единицы рима-
нова м е т р и к а в G(n, к) э к в и в а л е н т н а м е т р и к е единичной с ф е р ы в п р о с т р а н с т в е к о о р д и н а т Грас-
с м а н а - П л ю к к е р а . 

Единственное , у ж е о т м е ч е н н о е неудобство уравнений (3.1) - в о з м о ж н о с т ь н е к о н т р о л и р у е м о 
го роста или с т р е м л е н и я к н у л ю н о р м ы в е к т о р а g. Э т о препятствие устраняется с т а н д а р т н ы м до
бавлением в (3.2) нелинейного члена , п о д д е р ж и в а ю щ е г о норму в е к т о р а постоянной: 

< - » • - № • 
У р а в н е н и я (ЗЛ)- (З .З) и есть р а с ч е т н ы е ф о р м у л ы п р о г о н к и . П р е д л о ж е н н ы й метод о б л а д а е т 

с л е д у ю щ и м и п о л о ж и т е л ь н ы м и свойствами. 

1. О н сохраняет все свойства устойчивости , х а р а к т е р н ы е для о р т о г о н а л ь н ы х д и ф ф е р е н ц и а л ь 
н ы х п р о г о н о к . 

2. Е г о р а с ч е т н ы е ф о р м у л ы ч р е з в ы ч а й н о п р о с т ы (хотя и о с н о в а н ы на не совсем т р и в и а л ь н ы х 
м а т е м а т и ч е с к и х понятиях) . 

3 . Э т и ф о р м у л ы а б с о л ю т н о одни и т е ж е в в е щ е с т в е н н о м и к о м п л е к с н о м случаях и п о з в о л я ю т 
я в н ы м о б р а з о м сохранить к о м п л е к с н о - а н а л и т и ч е с к у ю структуру задачи ( это существенно для 
н е с а м о с о п р я ж е н н ы х задач с а н а л и т и ч е с к и м в х о ж д е н и е м с п е к т р а л ь н о г о п а р а м е т р а , в т о м числе 
для задачи О р р а - 3 о м м е р ф е л ь д а ) . 

С л е д у ю щ е е свойство п р е д л а г а е м о г о м е т о д а м о ж е т б ы т ь его достоинством или н е д о с т а т к о м 
в зависимости от р а з м е р н о с т и задачи и числа к р а е в ы х условий. Р е ч ь идет о к о л и ч е с т в е п р о г о 
н о ч н ы х уравнений. Ж е л а т е л ь н о , ч т о б ы (при условии сохранения свойств устойчивости) их б ы л о 
к а к м о ж н о меньше . Размерность G(n, к) (или комплексная размерность CG(n, к)) равна (п-к)х к, 
и э т о т минимум н е д о с т и ж и м для " б е з а в о с т н ы х " п р о г о н о к (за и с к л ю ч е н и е м G(2, 1) - п р е о б р а з о 
вание П р ю ф е р а ) , поскольку из строения ф у н д а м е н т а л ь н ы х групп пространств G(n, к) (CG(n, к)) 
следует несуществование н а к р ы т и я R(n-®xk н̂ > G(n, к) ( соответственно С{п~к)хк »-> CG(n, к)) (см. 
[9]). О с о б н я к о м здесь стоят п р о г о н к и "с п е р е к л ю ч е н и я м и " (см., н а п р и м е р , [10]) - число прого -
н о ч н ы х уравнений на к а ж д о м о т р е з к е т а м р а в н о (п-к)х к, о д н а к о при э т о м в о з н и к а е т ряд труд
ностей иного свойства (в частности , р е а л и з а ц и я на т а к и х п р о г о н к а х п р е д л а г а е м о г о здесь м е т о д а 
з н а ч и т е л ь н о усложняется ) . П р и о б ы ч н о й о р т о г о н а л ь н о й д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й п р о г о н к е п е р е н о 
сится базис в ^ -мерном подпространстве в Rn (Сп), т а к ч т о ч и с л о п р о г о н о ч н ы х уравнений р а в н о 
кх п (для О р р а - З о м м е р ф е л ь д а - 8 к о м п л е к с н ы х уравнений) . Ч т о ж е касается п р о г о н к и ( 3 . 1 ) -

(3.3), т о р а з м е р н о с т ь в е к т о р а g р а в н а Ск

п без учета д у б л и к а т о в о т п е р е с т а н о в о к и т о ж д е с т в е н н о 

н у л е в ы х к о м п о н е н т и пк - с их у ч е т о м . П р и б о л ь ш и х пик т а к о е число п р о г о н о ч н ы х уравнений 
з н а ч и т е л ь н о б о л ь ш е , чем , н а п р и м е р , у о р т о г о н а л ь н ы х п р о г о н о к , ( к о о р д и н а т ы Г р а с с м а н а -
П л ю к к е р а и з б ы т о ч н ы и связаны друг с другом б о л ь ш и м ч и с л о м т о ж д е с т в см. [9]), однако , для 
н е б о л ь ш и х р а з м е р н о с т е й ситуация меняется . Н а п р и м е р , для с о о т в е т с т в у ю щ е г о задаче О р р а -
З о м м е р ф е л ь д а случая CG (4, 2) м ы п о л у ч а е м (с у ч е т о м к о с о с и м м е т р и ч н о с т и ) всего 6 координат . 

4. Д л я задачи О р р а - З о м м е р ф е л ь д а (и всех н е с а м о с о п р я ж е н н ы х задач т а к о й ж е размерности) 
п р е д л о ж е н н ы й метод т р е б у е т р е ш е н и я м е н ь ш е г о числа п р о г о н о ч н ы х уравнений, ч е м и з в е с т н ы е 
м е т о д ы прогонки . 

О с т а е т с я добавить , ч т о к р а е в ы е условия (1.2) в к о о р д и н а т а х Г р а с с м а н а - П л ю к к е р а т а к ж е за
п и с ы в а ю т с я о ч е н ь просто : 

82ЛО) = 0 , gn(l) = О 

(при нумерации (р, ф', ф", ф"'). Т а к и м о б р а з о м , при поиске с о п р я ж е н н о й т о ч к и и ее т р а с с и р о в к е 
нужно , п р о г о н я я к р а е в о е условие из у = 1 в у = 0 (а не н а о б о р о т - из с о о б р а ж е н и й устойчивости , 
см. [11]), следить всего за одним к о м п л е к с н ы м ч и с л о м g24(y)> ч т о у п р о щ а е т д е л о в т е х н и ч е с к о м 
о т н о ш е н и и . 
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4. Т Р А С С И Р О В К А З А М Е Т А Ю Щ Е Й Т О Ч К И 

В м е с т о к о о р д и н а т ы § 2 4 ( У ) будем р а с с м а т р и в а т ь ее ж е , п о д е л е н н у ю на к а к у ю - т о другую из к о 
ординат Г р а с с м а н а - П л ю к к е р а , к о т о р а я в исследуемой о б л а с т и с п е к т р а л ь н о г о п а р а м е т р а (или 
х о т я б ы л о к а л ь н о ) о т л и ч н а о т нуля , н а п р и м е р , в о з ь м е м величину g^iyVg^iy) и будем и с к а т ь ее 
нули. С м ы с л т а к о й з а м е н ы в т о м , ч т о при ф и к с и р о в а н н о м у э т а величина , в о т л и ч и е о т ^ С У Х 
а н а л и т и ч е с к и зависит о т с п е к т р а л ь н о г о п а р а м е т р а . Ф а к т и ч е с к и м ы , в точности , к а к э т о б ы л о в 
[2], и м е е м д е л о с о т о б р а ж е н и е м т р е х м е р н о г о конуса в р а с ш и р е н н у ю к о м п л е к с н у ю плоскость . 
О с н о в а н и е м конуса с л у ж и т о б л а с т ь с п е к т р а л ь н о г о п а р а м е т р а , исследуемая на н а л и ч и е с.з., а 
п р о д в и ж е н и е о т в е р ш и н ы к о с н о в а н и ю вдоль о б р а з у ю щ е й соответствует переносу г р а н и ч н о г о 
условия из т о ч к и у = 1. О б о з н а ч и м э т о о т о б р а ж е н и е ч е р е з /г, т .е. /г(с, у) = ^ ( У У ^ О О при заданном с. 

С у м м и р у я с к а з а н н о е в разд . 2, 3 (см. т а к ж е [3]), процедуру в ы я в л е н и я неустойчивости м о ж н о 
п р е д с т а в и т ь с л е д у ю щ и м о б р а з о м . О п р е д е л я е м о т р е з о к в е щ е с т в е н н о й оси в п л о с к о с т и спект
р а л ь н о г о п а р а м е т р а , на к о т о р о м т о л ь к о и н у ж н о и с к а т ь з а м е т а ю щ и е т о ч к и ; р а з б и в а е м его на до
статочно м е л к и е части т о ч к а м и с{ и для к а ж д о й из них р е ш а е м п р о г о н о ч н ы е уравнения о т у = 1 к 
у = 0, о т м е ч а я т е ch в б л и з и к о т о р ы х р е ш е н и е з а м е т а е т н о л ь ; при э т о м в ы ч и с л я е м з н а к з а м е т а ю 
щ е й т о ч к и по с л е д у ю щ е м у правилу: при п р о д в и ж е н и и по границе области , о с т а в л я ю щ е м об
л а с т ь слева (в н а ш е м случае о б л а с т ь ю я в л я е т с я верхняя п о л у п л о с к о с т ь и т о ч к а с движется по от
р е з к у в е щ е с т в е н н о й оси в п о л о ж и т е л ь н о м направлении) в е к т о р ы Э/г/Эс, dh/dy д о л ж н ы о б р а з о в ы 
в а т ь п р а в ы й р е п е р (здесь у ч т е н о , ч т о д в и ж е н и е п о у происходит в о т р и ц а т е л ь н о м направлении) . 
Т а к и м о б р а з о м , п о л о ж и т е л ь н ы й з н а к соответствует тому , ч т о при движении с п е к т р а л ь н ы м па
р а м е т р о м вдоль г р а н и ц ы о б л а с т и т р а е к т о р и и переноса г р а н и ч н о г о условия з а м е т а ю т н о л ь спра
ва н а л е в о . 

Ч и с л о с.з. в в ы д е л е н н о й о б л а с т и р а в н о числу з а м е т а ю щ и х т о ч е к на ее границе , в з я т ы х с уче 
т о м з н а к а ( р е а л ь н о , п о к р а й н е й м е р е в р а с с м а т р и в а е м о й задаче , при н а л и ч и и неустойчивости 
б ы в а е т всего одна з а м е т а ю щ а я т о ч к а с п л ю с о м ) . 

П р е д п о л о ж и м , ч т о м ы о б н а р у ж и л и н а л и ч и е неустойчивости и поставим т е п е р ь ц е л ь найти са
м о неуст ойч ивое с.з. В т е р м и н а х о т о б р а ж е н и я h м ы д о л ж н ы р е ш и т ь с л е д у ю щ у ю задачу (см. [3]): 
исходя из п о л о ж и т е л ь н о й з а м е т а ю щ е й т о ч к и ( точнее , из т о й т о ч к и на б о к о в о й поверхности к о 
нуса, к о т о р у ю з а м е т а ю щ а я т о ч к а о п р е д е л я е т вместе с с о о т в е т с т в у ю щ е й с о п р я ж е н н о й т о ч к о й ) , 
н у ж н о п р о й т и п о с о о т в е т с т в у ю щ е й ей к о м п о н е н т е (попросту, о т р е з к у кривой) м н о ж е с т в а к~1(0) 
в ее п р о т и в о п о л о ж н ы й конец , л е ж а щ и й на основании конуса - э т о и будет и с к о м о е с.з. П р а к т и 
чески э т о о с у щ е с т в л я е т с я так . В м о м е н т , когда о б н а р у ж е н а з а м е т а ю щ а я т о ч к а ( о б о з н а ч и м ее 
ч е р е з с 0 ) , м ы а в т о м а т и ч е с к и з н а е м ч а с т н ы е п р о и з в о д н ы е h по с вдоль в е щ е с т в е н н о й оси ( так к а к 
м ы двигаемся п о с{) и п о у ( так к а к м ы п е р е н о с и м к р а е в о е условие) . Н о п о с к о л ь к у h а н а л и т и ч н о 
по с (см. в ы ш е ) , э т о й и н ф о р м а ц и и д о с т а т о ч н о , ч т о б ы з н а т ь в с ю м атр иц у Я к о б и для h в данной 
т о ч к е (в в е щ е с т в е н н о м виде э т о м а т р и ц а р а з м е р а 2 х 3). П о э т о м у м о ж н о найти м а л ы й в е к т о р 
с м е щ е н и я Ас, Ду, к а с а т е л ь н ы й к / г ! ( 0 ) (т .е . " у д е р ж и в а ю щ и й " к р а е в о е условие) и н а п р а в л е н н ы й 
внутрь конуса (т.е . п р о д в и г а ю щ и й у в сторону т о г о к о н ц а о т р е з к а интегрирования , где п о с т а в л е 
но к р а е в о е условие (1.2а)). Дадим с м а л о е п р и р а щ е н и е в э т о м н а п р а в л е н и и (пусть э т о будет т о ч 
к а с 1 ) и снова п р о г о н и м к р а е в о е условие . И з - з а внесенной о ш и б к и т р а е к т о р и я п р о г о н к и у ж е не 
п р о й д е т ч е р е з н о л ь , о д н а к о она п р о й д е т о ч е н ь б л и з к о к нему, и в б л и ж а й ш е й к н у л ю т о ч к е м ы 
снова а в т о м а т и ч е с к и будем з н а т ь ч а с т н ы е п р о и з в о д н ы е h п о у (прогонка) и п о с (в н а п р а в л е н и и 
о т с 0 к с\ а значит , в силу а н а л и т и ч н о с т и по с, в л ю б о м ) . П о э т о м у м о ж н о сделать о ч е р е д н о й ш а г 
п р о д в и ж е н и я п о с, и т.д., п о к а у не станет р а в н ы м н у л ю - с о о т в е т с т в у ю щ е е ст и будет и с к о м ы м 
с.з. К о н к р е т н ы е р а с ч е т н ы е ф о р м у л ы т р а с с и р о в к и т а к о в ы : 

З д е с ь 8 - з а д а в а е м ы й м а л ы й п а р а м е т р . Н а к а ж д о й и т е р а ц и и п р о и з в о д н ы е берутся в т о ч к е (с-7*, у ) , 
где у - т о ч к а на т р а е к т о р и и п р о г о н к и ( с о о т в е т с т в у ю щ е й з н а ч е н и ю с п е к т р а л ь н о г о п а р а м е т р а с), 
где э т а т р а е к т о р и я проходит б л и ж е всего к н у л ю . Ч а с т н а я производная по у б ы в а е т известна ав
т о м а т и ч е с к и из и н т е г р и р о в а н и я п р о г о н о ч н ы х уравнений , а ч а с т н ы е п р о и з в о д н ы е по с в ы ч и с л я 
ю т с я при п о м о щ и п е р в ы х р а з н о с т е й от п р е д ы д у щ е й и т е р а ц и и с п о п р а в к о й на и з м е н е н и е уК Н ь ю 
т о н о в с к а я п о п р а в к а ( второе с л а г а е м о е в п р а в о й части (4.1)) необходима для т о г о , ч т о б ы h (c J , yj) 
не уходило о т нуля вследствие о ш и б о к аппроксимации . 

(4.1) 
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- 4 . 0 Е 4 . 0 Е - 3 

Re(A) 

lm(h) 5. Р Е З У Л Ь Т А Т Ы Ч И С Л Е Н Н Ы Х Э К С П Е Р И М Е Н Т О В 

3.0Е-2г Р а с ч е т ы проводились на Р С - 4 8 6 с двойной (64 бит) т о ч н о с 
т ь ю представления в е щ е с т в е н н ы х чисел п о и з л о ж е н н о й в ы ш е 
схеме с и с п о л ь з о в а н и е м м е т о д а п р о г о н к и , описанного в разд . 3. 
Д л я ч и с л е н н о г о р е ш е н и я задач К о ш и Для п р о г о н о ч н ы х уравне
ний п р и м е н я л с я м е т о д Р у н г е - К у т т ы - Ф е л ь б е р г а 5-го (4-го) по 
р я д к а (использовалась процедура , ф у н к ц и о н а л ь н о э к в и в а л е н т 
ная известной п р о г р а м м е RKF-45 [13]). Сведение уравнения 
(2.1) к о б щ е м у виду (1.1) о с у щ е с т в л я л о с ь с п о м о щ ь ю з а м е н ы 
(см. [11]) у = (ф, ф', ф" - ос2ф, ф'" - а 2 ф ' ) т . Рассматривался устой-

- у2. Б ы л и рассмот-ч и в ы й п р о ф и л ь основного п о т о к а U(y) = 1 
р е н ы два н а б о р а п а р а м е т р о в . 

1. (см. [11], [12]): R = 10 4 , а = 1. З д е с ь на в е щ е с т в е н н о й оси в 
п л о с к о с т и с и м е е т с я одна с о п р я ж е н н а я т о ч к а с = 0.25102332, 
при э т о м т р а е к т о р и я п р о г о н к и проходит ч е р е з н о л ь при у = 
= 0.0635676. Т е х н и ч е с к и д о с т а т о ч н о п р о с т о находить з а м е т а ю 
щ и е т о ч к и так : для к а ж д о г о с о п р е д е л я т ь на т р а е к т о р и и п р о 
г о н к и точку , б л и ж а й ш у ю к н у л ю , п о д с ч и т ы в а т ь в ней значение 
о т о б р а ж е н и я h и е го производной п о у и и с к а т ь т е т о ч к и с, где 
lm(h/(dhdy)) м е н я е т знак . Н а ф и г . 1 п о к а з а н один из ш а г о в по 
иска т о ч н о г о п о л о ж е н и я з а м е т а ю щ е й т о ч к и - к р и в а я значений 
hftdhdy) при с, п р о б е г а ю щ е м о т р е з о к (0.24, 0.26). Х о р о ш о вид
но , ч т о п р и h далеких о т нуля в е щ е с т в е н н а я ч а с т ь ведет себя 
с л у ч а й н ы м о б р а з о м из-за о ш и б о к в ы ч и с л е н и й (для п р о с т о т ы 
р а с ч е т о в в к а ч е с т в е т р а е к т о р и и п р о г о н к и б р а л а с ь ее кусочно-
л и н е й н а я интерполяция ) , о д н а к о при п р о х о ж д е н и и м н и м о й ча
сти ч е р е з н о л ь в е щ е с т в е н н а я ч а с т ь т а к ж е о б р а щ а е т с я в н о л ь , 
п р и ч е м б о л е е в ы с о к и м п о р я д к о м , и м е н н о т а к д о л ж н о б ы т ь при 
з а м е т а н и и т о ч к и с п о м о щ ь ю к р и в о й , з а в и с я щ е й о т п а р а м е т р а . 
Н а ф и г . 2 п о к а з а н с л е д у ю щ и й э т а п р а с ч е т о в - р е з у л ь т а т трас 
сировки в п л о с к о с т и с п е к т р а л ь н о г о п а р а м е т р а из з а м е т а ю щ е й 
т о ч к и в неустойчивое с.з. П р о т и в т о ч е к г р а ф и к а у к а з а н ы зна
чения у, соответствующие с о п р я ж е н н ы м т о ч к а м . З а т е м поло
ж е н и е полученной т о ч к и с для у = 0 у т о ч н я л о с ь по методу Н ь ю 

т о н а (т.е. п о ф о р м у л е (4.1) при у = 0 и без п е р в о г о с л а г а е м о г о в п р а в о й части) . В р е з у л ь т а т е б ы л о 
в ы ч и с л е н о неустойчивое с.з.: с = 0 .2375264888 + 0.00373967062/; 

2. (см. [7, с. 278]): R = 6000, а = 1.02. П о т о й ж е схеме здесь б ы л о найдено неустойчивое с.з. с = 
= 0.2621652250 + 0 .0003589185941/ , или, в о б о з н а ч е н и я х [7], X = - / а с = 0 .0003660969659 -
- 0 .2674085295. 

Н а й д е н н ы е с.з. з а т е м п р о в е р я л и с ь с п о м о щ ь ю принципа аргумента - производился п р о с ч е т 
значений h (с, 0) по с, п р о б е г а ю щ и м о к р у ж н о с т ь м а л о г о радиуса с ц е н т р о м в в ы ч и с л е н н о м с.з. 

А в т о р в ы р а ж а е т и с к р е н н ю ю п р и з н а т е л ь н о с т ь р е ц е н з е н т у статьи за ц е н н ы е з а м е ч а н и я и 
п р е д л о ж е н и я , п о з в о л и в ш и е у л у ч ш и т ь текст . 
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