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1. ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ КУРСА 

Целями и задачами курса являются:  

 Ознакомление с основами прикладных теорий адгезии деформируемых сред: понятие  

адгезии, энергии адгезии, история развития моделей адгезии (атомистические модели, 

модели молекулярной динамики,  пружинные модели, модели дополнительных 

адгезионных слоев,  Модель Лапласа –Янга и ее обобщения). 

 Неклассические краевые задачи для прикладных моделей адгезии в механике 

сплошных сред 

 ознакомление с механикой деформируемых гетерогенных сред - важность моделей 

адгезии; изучение моделей деформируемых сред с микро/наноструктурой,  с учетом 

моделирования  адгезионных  свойств  в механике деформируемых сред; 

 построение прикладных градиентных вариантов теории упругости, обеспечивающих 

детализированное описание спектра когезионных и адгезионных взаимодействий  

 построение прикладных вариантов теории и адгезионных взаимодействий  

 углубленное изучение вариационных методов построения моделей неоднородных 

сред с расширенным спектром взаимодействий в объеме, на поверхности  и на ребрах;  

 обобщение вариационных теорем упругости, углубленный анализ определяющих 

соотношений, в объеме, на поверхности  и на ребрах; основные вариационные 

теоремы механике сред с адгезионными свойствами поверхностей 

 Адгезия в механике гетерогенных структур, особенности краевых задач с учетом  

адгезионных свойств на границах. 

 Исследование существования слабых решений  краевых задач с учетом  адгезии на 

границах. 

 Исследование существования классических решений  краевых задач с учетом  адгезии 

на границах. 

 Численные методы решения задач градиентных теорий упругости с учетом 

адгезионных свойств  на основе  методов сглаживания (интегральные методы 

выполнения части краевых условий) 

 Приложении теории адгезии к полимерным нанокомпозитам, 

наномодифицированным структурам (сплавам), керамикам, тонкопленочным 

структурам  

  Освоение методов осреднения для определения эффективных механических свойств 

структурированных материалов с учетом  адгезионных свойств,  

 освоение методов моделирования физико-механических процессов в сопряженных 

задачах градиентной упругости, связанных с изучением влияния масштабных и 

поверхностных эффектов для гетерогенных материалов (связанные проблемы 

теплопроводности, термоупругости и пр.), важных как для естественнонаучных 

проблем, так и для прикладных индустриальных задач.  
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2. МЕСТО КУРСА ЗАНЯТИЙ «Определение достаточных условий 

существования решений в неклассических моделях механики сплошной 

среды»  В СТРУКТУРЕ ОБРАЗОВАТЕЛЬНЫХ ПРОГРАММ ПОСЛЕВУЗОВСКОГО 

ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ 
Курс «Определение достаточных условий существования решений в 

неклассических моделях механики сплошной среды» относится к дисциплинам по 

выбору учебного плана подготовки аспирантов по научной специальности 01.01.03 

«математическая физика», 05.13.18 –«Математическое моделирование, численные методы и 

комплексы программ» и  01.02.04 «механика деформируемого твердого тела». 

Для успешного усвоения курса аспиранту необходимо знать следующие дисциплины в 

рамках университета: 

 «Математический анализ» и «функциональный анализ»; 

 «Линейная алгебра и тензорный анализ»; 

 «Механика сплошной среды», включая «теорию упругости», «теорию пластичности» 

и «механику разрушения»; 

 «Механика композиционных материалов» 

 «Термодинамика»; 

 «Уравнения математической физики»; 

  «Численные методы» 

 

Для успешного изучения курса аспиранту необходимо уметь читать и понимать научную 

литературу по данной тематике как на русском, так и на английском языке. 

Получаемые в данном курсе знания будут востребованы при подготовке к кандидатскому 

экзамену по научной специальности 01.01.03 «математическая физика», 05.13.18 – 

«Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ», 01.02.04 

«механика деформируемого твердого тела». а также в научно-исследовательской работе и 

при выполнении диссертации на соискание ученой степени кандидата физико-

математических наук. 

3. ТРЕБОВАНИЯ К РЕЗУЛЬТАТАМ ОСВОЕНИЯ СОДЕРЖАНИЯ ДИСЦИПЛИНЫ 

В результате изучения курса «Определение достаточных условий существования 

решений в неклассических моделях механики сплошной среды» аспирант должен: 

 знать современное состояние и основные результаты, полученные к настоящему 

времени в мировой научной литературе, четко понимать основные проблемы 

механики деформируемых гетерогенных сред с развитой поверхностью раздела фаз, 

ориентироваться в понимании наиболее важных и актуальных областей приложения;  

 понимать связь градиентных вариантов теории упругости  с классической теорией и с 

другими современными естественнонаучными дисциплинами; 

 знать современные  методы спектрального анализа, методы математической физики, 

численные методы решения задач прикладной теории упругости, методы механики 

композитов, связанные с определением эффективных свойств, включая методы 

асимптотического усреднения, энергетических методов усреднения, методов Эшелби 

и пр.); 

 иметь опыт самостоятельных исследований и, используя полученные знания, 

создавать модели различных механических и физико-механических процессов и 

явлений, а также владеть разнообразными методами эффективного решения 

соответствующих математических задач; 
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 владеть современным языком научных публикаций и уметь грамотно излагать 

полученные результаты и оформлять их в виде научных статей.  

4. СОДЕРЖАНИЕ И СТРУКТУРА КУРСА 

Курс посвящен освоению современных континуальных теорий адгезии в механике 

деформируемых сред, позволяющих уточнить описание неоднородных структур, дать для 

них расширенное описание спектра адгезионных взаимодействий, и развить методы учета, 

адгезионных характеристик на деформативные свойства неоднородных материалов с микро/ 

наноструктурой, исследовать новый класс неклассических краевых задач, связанный с 

дополнительными слагаемыми, появляющимися за счет учета адгезии в краевых условиях, 

проанализировать  вопросы  существования и единственности решения этого класса задач  

для гармонических двумерных, бигармонических краевых задач,  а также трехмерных 

краевых задач для уравнений Ламе.  

Большое внимание уделено современным достижениям механики деформируемого твердого 

тела, в том числе механике гетерогенных материалов, вариационным  методам 

моделирование  в механике деформируемых сред, вариационным моделям деформирования. 

Обсуждаются определяющие уравнения для неклассических моделей, дается анализ 

структуры обобщенных модулей упругости для градиентных моделей. Изложены основы 

континуальной теории адгезии для деформируемых сред, обобщающие модель Лапласа –

Янга, даны  ее обобщения и на градиентные модели,  обсуждаются прикладные задачи в 

механике неоднородных сред, где учет адгезионных эффектов необходим. Излагаются 

методы определения эффективных физико-механических свойств  в гетерогенных 

структурах, включая энергетические методы, методы двух и трех фаз (метод 

самосогласованных фаз Эшелби), асимптотический метод.  

Устанавливаются диапазоны параметров  в моделях адгезии как  для класса  регулярных 

(классических) решений, так и для класса слабых решений (обобщенных решений)  

позволяющие  реализовывать прикладные  модели адгезии  для  определения и прогноза 

эффективных модулей упругости, эффективных коэффициентов теплопроводности, 

коэффициентгов температурного расширения, диссипативных свойств наполненных 

композитов, керамик, поликристаллических металлических сплавов армированных 

нановключениями и пр.   

Обсуждаются численные методы, особенности их при моделировании гетерогенных 

структур  с развитой внутренней границей для прогноза влияния на свойства структур  

технологических параметров и оценки накопления поврежденности, связанной адгезионной 

поврежденностью.       

 

4.1. СОДЕРЖАНИЕ РАЗДЕЛОВ КУРСА 

 

№ 

п/п 

 

Наименование 

раздела 

 

Содержание раздела 

Форма 

текущего 

контроля 

1.  Введение. 

Основы механики 

сплошных сред 

Введение в 

континуальную 

теорию адгезии. 

Описание 

основных  

Понятие сплошного тела. Гипотеза сплошности. Деформация 

элемента сплошной среды. Тензоры деформаций,  тензоры 

свободных и стесненных деформации.  

Условия совместности деформаций, условия совместности  

Папковича,  условия Сен-Венана, формулы Чезаро.  

Тензоры напряжений, определяющие соотношения, тензор 

модулей упругости.  Модели адгезии типа Лапласа –Янга. 

Капиллярность, мениск, смачиваемость,  давление Лапласа. 
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адгезионных 

эффектов в средах 

2. Кинематические 

модели сред с 

усложненными в 

свойствами на 

поверхности и 

на ребрах 

Формулировка последовательности кинематических моделей на 

поверхности  и ребрах (определение менисковых эффектов):  

1. модели адгезии для классической теории упругости- модель 

идеальной адгезии, основанная на кинематических 

соотношениях Коши. 

2. модели адгезии  сред с полями дефектов: модель сред с 

сохраняющимися дислокациями-модель Папковича, модель сред 

с  полями сохраняющимися дисклинациями модель Сен_Венана 

и пр.  Иерархия моделей адгезии. 

Определение списка аргументов для рассматриваемых моделей с 

целью формулировки принципа возможных перемещений и для 

построения вариационных моделей адгезии   

 

3. Вариационная 

формулировка 

градиентных 

моделей  адгезии 

Общая характеристика градиентных теорий адгезии для  

моделей Коссера, Миндлина, Тупина, Аэро-Кувшинского.  

Формулировка вариационных уравнений в вариациях на основе 

метода множителей Лагранжа, определение спектра внутренних 

усилий для обобщенных моделей сред, определяющие 

соотношения, условия потенциальности и структура  тензоров 

обобщенных модулей упругости. Полная вариационная 

постановка, краевые задачи для моделей сред с обобщенным 

спектром взаимодействий, общий анализ градиентных моделей 

сред.  Обобщение теорем Нейбера-Папковича для градиентных 

сред,  представление общего решения через потенциалы 

уравнений Лапласа и  Гельмгольца. Гипотезы Аэро-

Кувшинского. 

 

4. Континуальная 

теория 

адгезионных 

взаимодействий 

деформируемых 

сред. Некоторые 

приложения. 

Вариационная модель адгезионных взаимодействий,  

определение кинематики и спектра  поверхностных усилий. 

Анализ адгезионных модулей, структура модулей, обобщение 

модели Лапласа Янга,  тестовые задачи: поверхностное 

натяжение, капиллярность,  смачиваемость, мениск, уравнение 

Юнга.  

Теоремы существования и единственности  в моделях сред с 

адгезионно-активными поверхностями.  

Интегральные теоремы Теорема Клапейрона, теорема Дюпре. 

Контактные взаимодействия с учетом адгезионных 

взаимодействий. 

Обобщенные модели адгезии сред с полями дефектов- 

дислокаций, модели адгезии с «поврежденной» поверхностью. 

Среды Папковича-Коссера с адгезионными свойствами. 

Особенности учета адгезионных взаимодействий в градиентных 

теориях упругости, идеальная и «поврежденная» адгезия.   

Поверхностные волны в средах с адгезионными свойствами, 

теория тонких пленок и пластин с адгезионно- активными 

свойствами.  

 

5. Условия 

существования и 

единственности 

слабых решений.  

Исследование неклассических краевых задач  в теории адгезии 

для  слабых решений (обощенных).  Условия и существования 

решений для гармонических плоских задач, для 

бигармонических плоских задач, для трехменых задач с 

операторм Ламе. 

 

6 Условия 

существования и 

единственности 

регулярных 

решений. 

Теоремы   существования  решения для краевых задач в теории 

идеальной адгезии для круга, полуполосы последовательно для 

гармонических задач , бигармонических задач. 

Теоремы о единственности  решений.  Определение  диапазона 

параметров в моделях адгезии, допустимых для существавания 

решений. Физическая  трактовка результатов.      

 

6. Приложение Методы определения эффективных войств:  метод  
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моделей адгезии  

для описания 

свойств 

гетерогенных 

материалов 

энергетического сглаживания, метод самосогласованных фаз 

Эшелби.  Численный анализ сходимости решений полученных с 

использованием метода асимптотического осреднения с 

привлечением   энергетического сглаживания.  

Наполненные композиты с микро/ нановключениями, влияние 

адгезионных масштабных эффектов на эффективные 

механические свойства.  

 

 

4.2. СТРУКТУРА КУРСА 

 

Вид работы Трудоемкость, 

часов 

Общая трудоемкость 180 

Аудиторная работа 36 

Лекции 36 

Практические занятия  

Лабораторные занятия  

Самостоятельная работа: 144 

Самостоятельное изучение разделов  

Самоподготовка (проработка и изучение лекционного материала и 

учебно-монографического материала, выполнение практических 

занятий) 

144 

Вид итогового контроля (зачет, экзамен) Кандидатский 

экзамен 

Трудоемкость отдельных разделов курса 

№ темы и название Общее 

число часов 

Аудиторная 

работа 

(лекции) 

Внеаудиторная 

самостоятельная 

работа 

1. Основы механики сплошных сред 

20 4 16 

2. Введение в вариационные методы 

механики, вариационные методы 

моделирования 
20 4 16 

3. Основные положения теории 

упругости 20 4 16 
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4. Основные адгезионные эффекты в 

механике сред, понятия об 

атомистических моделях адгезии, 

континуальная модель Лапласа-

Янга 

20 4 16 

5. Обобщенная  вариационная модель 

Лапласа -Янга 20 4 16 

6. Условия существования слабых 

решений  для моделей Лапласа -

Янга 
20 4 16 

7. Теоремы существования 

регулярных решений  для моделей 

Лапласа -Янга 
20 4 16 

8. Теоремы единственности 

регулярных решений  для моделей 

Лапласа -Янга 
20 4 16 

9. Об особенностях численной 

реализации краевых задач в теории 

адгезии деформируемых сред тела 
20 4 16 

Всего (зач. ед. (часов)) 

180 час 36 час 144 час 

5. ОЦЕНОЧНЫЕ СРЕДСТВА ДЛЯ ТЕКУЩЕГО КОНТРОЛЯ УСПЕВАЕМОСТИ, 

ПРОМЕЖУТОЧНОЙ АТТЕСТАЦИИ ПО ИТОГАМ ОСВОЕНИЯ ДИСЦИПЛИНЫ И 

УЧЕТНО-МЕТАДИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Форма контроля знаний: 

Кандидатский экзамен по специальности 

 

Контрольно-измерительные материалы 

На кандидатском экзамене соискатель должен продемонстрировать знания в объеме 

основной программы кандидатского экзамена по научной специальности 01.02.04 «механика 

деформируемого твердого тела», гибкое владение современными методами математического 

анализа, математической физики, методами спектрального анализа, умение формулировать 

математические модели механических проблем, формулировать краевые задачи, а также 

способность находить оптимальный и адекватный аппарат  эффективного исследования и 

решения возникающих задач.  

 

Контрольные вопросы для программы 

 

1. Способы описания деформации сплошного тела. Тензоры деформации.   

2. Соотношения Коши, соотношения совместности Папковича и Сен-Венана, свободные и 

стесненные деформации. Кинематические модели сред теории упругости, сред с полями 

дефектов, градиентной упругости. 

3. Определяющие соотношения, тензор напряжений, тензоры модулей упругости четвертого 

ранга.  

4. Вариационные  метода построения  моделей адгезионных взаимодействий. Принцип 

возможных перемещений, вариационный принцип Лагранжа, вариационно- 

кинематический принцип.  Вариационные модели теории адгезионных взаимодействий. 
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Обобщенная модель Лапласа –Янга. Структура модулей упругости в  модели «идеальной» 

теории 

5. Краевые задачи теории упругости, уравнения Ламе, Краевые задачи градиентной 

упругости,  неклассические краевые задачи в  теории адгезии Лапласа Янга. Теорема 

Нейбера- Папковича,  обобщение теоремы Нейбера- Папковича для градиентной 

упругости и теории адгезии. 

6. Краевые задачи для гармонических задач, неклассические краевые задачи адгезии. 

7. Краевые задачи теории адгезии для бигармонического уравнения. 

8. Трехмерные краевые задачи теории упругости с адгезионными  краевыми  условиями. 

9. Методы математического анализа, математической физики и спектрального анализа,  

метод разделения переменных,  интегральное преобразование Гильберта,  интегральное 

преобразование Фурье. 

10. Метода осреднения в механике композитов. Энергетические метода,  метод Эшелби трех 

фаз, асимптотический метод осреднения.  

11. Эффективные свойства наполненных композитов, масштабные эффекты, эффект 

«насыщения».  

12. Градиентная термоупругость и теплопроводность. Адгезионные модели и эффект Капицы 

13.  Адгезионные эффекты в теории тонких пленок и пластин. 
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