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À. Ñ. Ñóìáàòîâ

Äîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíîå ðåøåíèå [1, 2] çàäà÷è î áðàõèñòî-
õðîíå äëÿ òÿæåëîãî îäíîðîäíîãî êðóãëîãî äèñêà, êîòîðûé êà-

òèòñÿ ïî îïîðíîé êðèâîé áåç ñêîëüæåíèÿ, íåñîâìåñòèìî ñ çà-

êîíîì òðåíèÿ Êóëîíà, åñëè èìåííî ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ îáåñ-

ïå÷èâàåò îòñóòñòâèå ñêîëüæåíèÿ äèñêà â òî÷êå êàñàíèÿ åãî

ñ îïîðíîé êðèâîé � ýêâèäèñòàíòîé öèêëîèäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóõîå òðåíèå, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ïî-
êîÿ, óðàâíåíèÿ êà÷åíèÿ äèñêà, ñèëà ðåàêöèè.

Â ðåøåíèè [1, 2] çàäà÷è î íàèáûñòðåéøåì ñêàòûâàíèè òÿ-
æåëîãî äèñêà ïî ïëîñêîé êðèâîé èç ïîëîæåíèÿ A öåíòðà äèñêà
â ïîëîæåíèå B â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äèñê ïîêîèòñÿ è
íà÷èíàåò êàòèòüñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ ïî êðèâîé ñ âåðòèêàëüíîé
êàñàòåëüíîé. Êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñêîëüæåíèÿ è
óðàâíåíèÿ äèíàìèêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äåéñòâóþùóþ íà
äèñê ñèëó ñî ñòîðîíû îïîðíîé êðèâîé. Îêàçûâàåòñÿ, â îêðåñò-
íîñòè ñòàðòà òàíãåíöèàëüíàÿ è íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòû ýòîé
ñèëû íå ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîãäà â òî÷êå êîíòàêòà äèñêà ñ îïîðîé ðàçâèâàåòñÿ òîëü-
êî ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ, òî îáÿçàòåëüíî íà÷íåòñÿ ñêîëüæåíèå, è
ïîòîìó íàéäåííàÿ â óêàçàííîì ðåøåíèè îïîðíàÿ êðèâàÿ, ýêâè-
äèñòàíòà öèêëîèäû, ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé âàðèàöèîííîé çà-
äà÷è íå ÿâëÿåòñÿ.

Ñîãëàñíî [1, 2], áðàõèñòîõðîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèäèñ-
òàíòíóþ êðèâóþ, îòñòîÿùóþ îò òðàåêòîðèè öåíòðà O äèñêà, íà
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ðàññòîÿíèè, ðàâíîì ðàäèóñó äèñêà, à òðàåêòîðèåé öåíòðà äèñ-
êà ÿâëÿåòñÿ äóãà öèêëîèäû. Óêàçàííàÿ äóãà èìååò â ñòàðòîâîé
òî÷êå âåðòèêàëüíóþ êàñàòåëüíóþ, è äèñê íà÷èíàåò ñêàòûâàòüñÿ
èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íà ðèñ. äóãà öèêëîèäû îáîçíà÷åíà Γ1,
à åå ýêâèäèñòàíòà � Γ2.

Ââåäåì â ñòàðòîâîì ïîëîæåíèè, â òî÷êå îïîðû O, ñèñòåìó
êîîðäèíàò ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ Ox. Ïóñòü P(mg, 0) � âåñ äèñ-
êà ìàññû m, åäèíè÷íûå âåêòîðû êàñàòåëüíîé ê îïîðíîé êðèâîé
τ(τx, τy) è íîðìàëè n(nx, ny) â òåêóùåé òî÷êå îïîðû äèñêà çà-
äàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â îñÿõ Oxy.

Ðèñ.1. Ñêàòûâàíèå äèñêà èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Óðàâíåíèÿ êà÷åíèÿ äèñêà áåç ñêîëüæåíèÿ èìåþò âèä

m
dv

dt
= Rτ +mgτx ,

mv2

ρ
= Rn +mgnx ,

1

2
mr2ω̇ = rRτ , (1)

v + ωr = 0 , (2)

ãäå v - ìîäóëü ñêîðîñòè öåíòðà äèñêà, r - ðàäèóñ äèñêà, ω -
óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ρ−1 > 0 - êðèâèçíà êðèâîé Γ1 â òî÷êå C,
R(Rτ , Rn) - ðåàêöèÿ îïîðû Γ2, ïðèëîæåííàÿ ê äèñêó.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî âðåìåíè êèíåìàòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå ( 2 ), êîòîðîå âûðàæàåò ïîñòîÿííîå îòñóòñòâèå ñêîëüæåíèÿ
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äèñêà â òî÷êå êîíòàêòà, èñêëþ÷èì â íåì óñêîðåíèÿ v̇, ω̇ ïðè
ïîìîùè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ( 1 ). Òîãäà ïîëó÷èì

3

m
Rτ + gτx = 0, Rτ = − 1

3
mgτx.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ( 1 ) ñëåäóåò, ÷òî

Rn =
mv2

ρ
−mgnx.

Ñîãëàñíî çàêîíó Êóëîíà ñèëû òðåíèÿ è íîðìàëüíîãî äàâëå-
íèÿ ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì∣∣∣∣∣∣∣∣

− 1

3
mgτx

mv2

ρ
−mgnx

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ f0 (3)

(f0 < 1 - êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ïîêîÿ). Âáëèçè òî÷êè O ñêîðîñòü
v ≪ 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâîì ( 3 ) îáÿçàòåëü-
íî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

1

3

∣∣∣∣ τxnx

∣∣∣∣ < 1

Íî îíî ïðîòèâîðå÷èâî, òàê êàê 1− τx ≪ 1 è |nx| ≪ 1.

ÂÛÂÎÄ. Ñèëà êóëîíîâà òðåíèÿ íå ìîæåò îáåñïå÷èòü îòñóò-
ñòâèÿ ñêîëüæåíèÿ â ñàìîì íà÷àëå ñêàòûâàíèÿ òÿæåëîãî îäíî-
ðîäíîãî êðóãëîãî äèñêà èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî ëþáîé ðå-
ãóëÿðíîé êðèâîé, èìåþùåé â íà÷àëüíîé òî÷êå âåðòèêàëüíóþ
êàñàòåëüíóþ è êîíå÷íóþ êðèâèçíó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî
ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 12-01-00536
è 12-08-00637).
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