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Ðåøåíà ýëåìåíòàðíàÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè òî÷êè ñî-

ïðèêîñíîâåíèÿ è óãëà íàêëîíà èíñòðóìåíòà, çàòà÷èâàåìîãî

íà òî÷èëüíîì êðóãå, ïðè êîòîðûõ äàâëåíèå êðóãà íà èíñòðó-

ìåíò îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî âåëè÷èíå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóõîå òðåíèå, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëü-
æåíèÿ, óãîë òðåíèÿ, ðàâíîâåñèå, ìèíèìóì ôóíêöèè.

Âñåì, êîìó ïðèõîäèëîñü òî÷èòü èíñòðóìåíò, íàïðèìåð çóáè-
ëî íà àáðàçèâíîì êðóãå, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè íåïðàâèëüíî
ðàññ÷èòàòü ñèëó, òî÷êó ñîïðèêîñíîâåíèÿ è íàêëîí èíñòðóìåí-
òà, òî ìîæíî íå óäåðæàòü èíñòðóìåíò â ðóêàõ. Ïîñëåäñòâèÿ
áûâàþò ñåðüåçíûå.

Íà ðèñ. äåêàðòîâû îñè êîîðäèíàò èìåþò ñâîèì íà÷àëîì òî÷-
êó êàñàíèÿ O îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ (çóáèëà) è òî÷èëüíîãî êðó-
ãà. Îñü Ox ñîñòàâëÿåò óãîë α ñ ãîðèçîíòîì, à ñòåðæåíü � óãîë β
ñ îñüþ Ox. Ñèëà òÿæåñòè P ïðèëîæåíà â ñåðåäèíå G ñòåðæíÿ,
OG = a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óäåðæàíèÿ ñòåðæíÿ â ðàâíîâå-
ñèè òðåáóåòñÿ ïðèëîæèòü ê íåìó ñîñðåäîòî÷åííóþ ñèëó (Fx, Fy)
â òî÷êå ñòåðæíÿ, îòñòîÿùåé îò åãî êîíöà O íà ðàññòîÿíèè λa
(0 < λ ≤ 2), à òàêæå ìîìåíò M . Ñî ñòîðîíû êðóãà íà ñòåðæåíü
äåéñòâóþò ñèëà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ Rx = N > 0 è ñèëà
òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ Ry = −Nf < 0 (f � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ 1).

1Ñàìñîíîâ Â.À. Î÷åðêè î ìåõàíèêå: Íåêîòîðûå çàäà÷è, ÿâëåíèÿ è ïà-

ðàäîêñû. Èæåâñê: ÍÈÖ
”
Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà“ . 2001. 80 ñ.
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Ðèñ.1. Òî÷èëüíûé êðóã

Èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ (ìîìåíò ñèë ïîäñ÷èòàí
îòíîñèòåëüíî òî÷êè O)

N − P sinα + Fx = 0, −Nf − P cosα + Fy = 0,
M − Pa cos(α + β) + λa (Fy cos β − Fx sin β) = 0.

íàõîäèì ñèëó

N =
cos γ

λ sin(γ + β)

[
− M

a
+ (1− λ)P cos(α + β)

]
, (1)

ãäå γ = arctg f � óãîë òðåíèÿ.
Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿ-

ùåãî ñèëîâîãî ìîìåíòàM (è ñîîòâåòñòâóþùåé ñîñðåäîòî÷åííîé
ñèëû) ñòåðæåíü ìîæåò áûòü óðàâíîâåøåí, ïîñêîëüêó óñëîâèå
N > 0 âñåãäà ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî. Íî èç ýòîé æå ôîð-
ìóëû ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè (ïîëàãàåì, ÷òî
−π/2 < α + β < π/2, −π/2 < β < π/2)

1− λ

sin(γ + β)
> 0

ñòåðæåíü ìîæíî óðàâíîâåñèòü òîëüêî òðåìÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè
ñèëàìè: ðåàêöèåé ñî ñòîðîíû òî÷èëüíîãî êðóãà, âåñîì ñòåðæíÿ
è ïðèëîæåííîé ê ñòåðæíþ ñèëîé òî÷èëüùèêà. Èìåííî: â ñëó÷àå
λ < 1 (ïàëüöû òî÷èëüùèêà ðàñïîëîæåíû áëèçêî ê òî÷èëüíîìó
êðóãó) ñóììà óãëà β è óãëà òðåíèÿ äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëü-
íîé, à â ñëó÷àå λ > 1 � îòðèöàòåëüíîé.
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Åù¼ çàìå÷àåì, ÷òî, êîãäà β → − γ, ñèëà N íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò (âïðî÷åì, íèêîãäà îïûòíûé òî÷èëüùèê íå äåðæèò
èíñòðóìåíò íàâñòðå÷ó íàáåãàþùåìó òî÷èëüíîìó êðóãó).

Ïóñòü ê ñòåðæíþ ïðèëîæåí óðàâíîâåøèâàþùèé ñèëîâîé ìî-
ìåíò M è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

− M

a
+ (1− λ)P > 0. (2)

Ôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ M è λ è çàäàäèìñÿ âîïðîñîì:
èìååò ëè ñèëà äàâëåíèÿ N êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ α è β ýêñ-
òðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ?

Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè q = λN(α, β)/ cos γ ðàâåí

dq = q ′
α dα + q ′

β dβ ,

q ′
α =

(λ− 1)P sin(α + β)

sin(γ + β)
,

q ′
β =

M

a
cos(γ + β) + (λ− 1)P cos(γ − α)

sin2(γ + β)
.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé

q ′
α = 0, q ′

β = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì, ÷òî α = − β. Òîãäà âòîðîå óðàâ-
íåíèå cos(γ + β) = 0 ïîçâîëÿåò íàéòè êðèòè÷åñêóþ òî÷êó (îíà
îêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîé ïðè òåõ îãðàíè÷åíèÿõ, êîòîðûå áûëè
íàëîæåíû âûøå íà ïðîìåæóòêè èçìåíåíèÿ óãëîâ):

α = γ − π/2, β = π/2− γ , (3)

ò.å. β � óãîë, äîïîëíèòåëüíûé ê óãëó òðåíèÿ, α ïî çíàêó ïðîòè-
âîïîëîæåí óãëó β.
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Â òî÷êå (3) â ñèëó óñëîâèÿ (2) ïðàâàÿ ÷àñòü (1) ïîëîæèòåëü-
íà, êàê è äîëæíî áûòü.

Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ðàâåí

d2q = A(dα)2 + 2C dα dβ +B(dβ)2.

Çäåñü

A =
(λ− 1)P cos(α + β)

sin(γ + β)
, C =

(λ− 1)P sin(γ − α)

sin2(γ + β)
,

B =

M

a

[
sin2(γ + β)− 2

]
+ 2(1− λ)P cos(γ − α) cos(γ + β)

sin3(γ + β)
.

Â òî÷êå ( 3 )

A = (λ− 1)P , B = − M

a
, C = (λ− 1)P ,

AB − C2 = (λ− 1)P

[
− M

a
+ (1− λ)P

]
.

Â ñèëó óñëîâèÿ (2) çíàêè âûðàæåíèé A è AB−C2 ñîâïàäàþò.
Îíè èìåþò çíàê ïëþñ òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî λ > 1. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè

λ > 1,

òî ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè N(α, β) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå
(3), ïðè÷åì ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (1)

Nmin =
1

λ
√

1 + f 2

[
− M

a
+ (1− λ)P

]
. (4)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè λ ≤ 1, â íàéäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå
ýêñòðåìóìà íåò.
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Çàìåòèì, ÷òî èç (2) âûòåêàåò, ÷òî P > M/a, ïîýòîìó âûðà-
æåíèå (4) êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà λ ìîíîòîííî óáûâàåò. Åñëè
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 1 < λ ≤ 2 íåðàâåíñòâî (2) âûïîëíÿåòñÿ, òî
− 0, 5(M/a + P ) cos γ > 0 � ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå
äàâëåíèÿ òî÷èëüíîãî êðóãà íà ñòåðæåíü. Åñëè ïðè íåêîòîðîì
1 < λ∗ ≤ 2 âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (2) îáðàùàåòñÿ â íóëü,
òî â ñëó÷àå λ = λ∗ òî÷èëüùèê óäåðæèâàåò â ðàâíîâåñèè èí-
ñòðóìåíò, íå èñïûòûâàÿ ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû òî-
÷èëüíîãî êðóãà (èäåàëüíûé ñëó÷àé, ïîòîìó ÷òî â ñèëó çíàíèÿ
ëèøü ïðèáëèæ¼ííî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà f , ñëåäîâàòåëüíî,
è óãëà òðåíèÿ γ

”
ïîéìàòü“ òî÷íî ýòî ïîëîæåíèå èíñòðóìåíòà

íà ïðàêòèêå íåâîçìîæíî).
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî

ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 12-01-00536
è 12-08-00637).
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