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Äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ñïðàâåäëèâûõ äëÿ äåôîðìèðó-
åìûõ ñèñòåì è ïîëó÷åííûõ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ãà-
ìèëüòîíà â ðàìêàõ îáùåãî ôîðìàëèçìà ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ,
ïîëó÷åíû óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê
äðóãîé ãàëèëååâñêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè
óñëîâèÿ òàêæå äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü èñ-
êëþ÷åíèå ãðàâèòàöèîííûõ ñèë â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñîâåðøàþ-
ùåé óñêîðåííîå äâèæåíèå, ÷òî óêàçûâàåò íà ïðèìå÷àòåëüíóþ
ñâÿçü. Â ýòîé ïóáëèêàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå
íà äåôîðìèðóåìûå ñèñòåìû ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [1]
äëÿ òâåðäîãî òåëà, è äîïîëíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
îáùåì êîíòåêñòå ðàáîò [2, 3].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåôîðìèðóåìûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû,
ãëàâíîå ðàññëîåíèå, ñâÿçíîñòü, áåçðàçëè÷èå ïî îòíîøåíèþ ê âû-
áîðó ñèñòåìû îòñ÷åòà, èñêëþ÷åíèå ãðàâèòàöèè.

1. Ââåäåíèå. Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ òî, ÷òî ïðèíöèï íåçà-
âèñèìîñòè ñèë èíåðöèè îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà, èëè ïðèí-
öèï ¾îáúåêòèâíîñòè¿, îáñóæäàëñÿ â ëèòåðàòóðå. Êîíå÷íî, åñëè
ðàçðåøåíà ïðîèçâîëüíàÿ çàìåíà ñèñòåìû îòñ÷åòà, òî, áóäó÷è
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ñòðîãî îãðàíè÷åííûì ñâîèì îáùèì âèäîì f =
d

dt
mv, âòîðîé

çàêîí Íüþòîíà â äèíàìèêå ÷àñòèöû ïðîÿâëÿåòñÿ êàê çàêîí, çà-
âèñÿùèé îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà. Îäíàêî òàê êàê âñå îñòàëü-
íûå ñèëû ÿâëÿþòñÿ îáúåêòèâíûìè âåëè÷èíàìè (ñì., íàïðèìåð,
ðàáîòû Íîëëÿ [4, 5]), òî ¾íåîáúåêòèâíîñòü¿ ëèøü òîëüêî ñèë
èíåðöèè ïðèâåëà áû ê ïðîòèâîðå÷èÿì â çàêîíàõ ìåõàíèêè. Ïðè-
ñòàëüíîå èçó÷åíèå ýòîãî ïðåäìåòà íóæäàåòñÿ â áîëåå òùàòåëü-
íîì àíàëèçå.

Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðèíöèï îáúåêòèâíîñòè, ïðèìåíåí-
íûé ê ñèëàì èíåðöèè, îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû ïðè-
äàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì Íüþ-
òîíà - Ýéëåðà â äèíàìèêå òâåðäûõ òåë, à íå òîëüêî â äèíàìèêå
÷àñòèö. Ìàòåìàòè÷åñêèå ðàìêè, ïîçâîëÿþùèå îñóùåñòâèòü òà-
êîé âûâîä, ðîäñòâåííû òåì, ÷òî èñïîëüçîâàëèñü Â.È.Àðíîëüäîì
â [6]. Òàêîé ïîäõîä òàêæå ýôôåêòèâåí â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëî-
æåíèÿõ â çàäà÷àõ äèíàìèêè ìíîãèõ òåë, ñì. [7]. Ýòà ïîçèöèÿ îñ-
íîâûâàåòñÿ íà áîëåå èëè ìåíåå ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè òâåðäîãî
òåëà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö. Îíà îïèðàåò-
ñÿ íà áîëåå ñëàáûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ê ñëåäóþùåìó:

i) Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî S òâåðäîãî òåëà � ýòî
ãëàâíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ãðóïïû Ëè D . Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ãðóïïà D äåéñòâóåò ñâîáîäíî è òðàíçèòèâíî íà
ïðîñòðàíñòâå S (D � ýòî ¾ãðóïïà ïåðåìåùåíèé¿, íà ïðàê-
òèêå îíà áóäåò åâêëèäîâîé ãðóïïîé â ðàçìåðíîñòè òðè).

ii) Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñêîðîñòüþ è ìîìåíòîì òåëà îïðåäå-
ëåíî èçîìîðôèçìîì H : TS → T ∗S êàñàòåëüíîãî âåêòîð-
íîãî ðàññëîåíèÿ íà êîêàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
ïðîñòðàíñòâà S, êîòîðîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîä-
íÿòûõ äåéñòâèé ãðóïïû D íà TS è T ∗S (H(g.v) = g.H(v),
ãäå g ∈ D ).

iii) Ñèëû èíåðöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáúåêòèâíûå âåëè÷è-
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íû, îïðåäåëåííûå ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà. Ïî îòíîøåíèþ ê ãàëèëååâñêèì, à íå ê ïðîèçâîëü-
íûì ñèñòåìàì îòñ÷åòà èõ çíà÷åíèå ðàâíî âçÿòîé ñî çíàêîì
ìèíóñ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ìîìåíòà ñîîáðàçíî êà-
íîíè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ∇ ïðîñòðàíñòâà S.

Ñâîéñòâî i) ëèøü ïåðåíîñèò ïîíÿòèå ¾æåñòêîñòè¿. Îíî îïðå-
äåëÿåò äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ íà ïðîñòðàíñòâå S ïåðå-
íîñîì ãåîìåòðèè íà ãðóïïå Ëè D . Ýòîãî îêàçûâàåòñÿ äîñòà-
òî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ íà
ïðîñòðàíñòâå S ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî âûáîðà r â ïðîñòðàíñòâå S (¾èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ
òåëà¿) áèåêöèÿ g 7→ g.r èç ãðóïïû D â ïðîñòðàíñòâî S ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà S íå çàâèñèò îò
ýòîãî âûáîðà è ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü âñþ êèíåìàòèêó òâåðäûõ
òåë, âêëþ÷àÿ ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ çàìåíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà,
â ñâîáîäíîì îò êîîðäèíàò âèäå áåçîòíîñèòåëüíî ê åãî íà÷àëü-
íîìó ïîëîæåíèþ. Â ÷àñòíîñòè, êàíîíè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íà
ïðîñòðàíñòâå S, óïîìèíàåìàÿ â iii), ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîèíâà-
ðèàíòíîé ñâÿçíîñòè Êàðòàíà ãðóïïû D è îïðåäåëåíà âíóòðåí-
íèì îáðàçîì.

Ñâîéñòâî ii) ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ìåæäó ñêîðî-
ñòüþ è ìîìåíòîì � ýòî ¾îáúåêò¿, ñâÿçàííûé ñ òåëîì è ÷òî äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ òåëà ýòî îòíîøåíèå ëèíåéíî. Ýêâè-
âàëåíòíîå âûðàæåíèå ii) âûâîäèò íà ïåðåäíèé ïëàí ¾îáîáùåí-
íûé òåíçîð èíåðöèè¿, âûãëÿäÿùèé êàê ¾áèíîð èíåðöèè¿, ïðå-
îáðàçóþùèé ¾êèíåìàòè÷åñêèå ìîòîðû¿ â ¾ìîòîðû êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ¿ è ââåäåííûé Ô.Ì.Äèìåíòáåðãîì â âèíòîâîì èñ÷èñ-
ëåíèè êàê îòîáðàæåíèå s 7→ Hs èç S â L(d, d∗) òàêîå, ÷òî

äëÿ âñåõ s ∈ S è âñåõ g ∈ D: Hg.s = Ad ∗g ◦Hs ◦ Ad g−1, (1.1)

ãäå d � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè D , Ad è Ad ∗ � ïðèñîåäèíåííîå
è êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû D â àëãåáðå d .
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Âñÿêîå îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìû îïåðàòîðîâ Hs

(èëè îïåðàòîðîâ H) ïðèâîäèò ê ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè: ñî-
ãëàñíî iii), â ãàëèëååâñêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà âäîëü äâèæåíèÿ t 7→
s(t) (∈ S) ìîìåíò, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì t 7→ H(v(t)) (∈
T ∗S), è ñèëà èíåðöèè J (t) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

J (t) = − ∇
dt

H
(
v(t)

)
, ∀v(t) = d

dt
s(t) (∈ TS).

Â [1] äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå îáúåêòèâíîé âåëè÷èíû, óäî-
âëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ iii), ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó îáùåìó
ñâîéñòâó îïåðàòîðîâ Hs:

∀s ∈ S, ∀U ∈ t, ∀V ∈ d : Cs(U, V ) = 0, (1.2)

ãäå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Cs : d× d → d∗ îïðåäåëåíî êàê

Cs(X, Y ) = ad ∗X.Hs(Y ) + ad ∗Y.Hs(X)] +Hs

(
[X, Y ]

)
.

(ad è ad ∗ � ïðèñîåäèíåííîå è êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáðû Ëè d â d è â d∗, òàê ÷òî adX.Y = [X,Y ], ãäå [·, ·] �
ñêîáêà Ëè àëãåáðû Ëè d, ad ∗X = −tadX).

Êîãäà, êàê ýòî èìååò ìåñòî â åâêëèäîâîé ãðóïïå â ðàçìåðíî-
ñòè 3, àëãåáðà Ëè d îñíàùåíà íåâûðîæäåííûì,Ad -èíâàðèàíòíûì
âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì, ýòà àëãåáðà Ëè d è åå äâîéñòâåííîå
ïðîñòðàíñòâî d∗ ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû. Â ýòîì ñëó÷àå
ìîìåíò ïðåäñòàâëåí ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ Hs ∈ L(d) è Cs

ñòàíîâèòñÿ îòîáðàæåíèåì Cs : d× d → d:

Cs(X,Y ) = [X,Hs(Y )] + [Y,Hs(X)] +Hs

(
[X, Y ]

)
.

Íàêîíåö, â [1] äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà Ëè D � îáû÷-
íàÿ åâêëèäîâà ãðóïïà â ðàçìåðíîñòè, òî ñâîéñòâî (1.2) îïðå-
äåëÿåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñèììåòðè÷åñêèõ 1 îïåðà-

1ò.å. ⟨Hs(X), Y ⟩ = ⟨Hs(Y ), X⟩. Íåñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû çàâèñÿò åùå
îò îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà, ñì. [1].
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òîðîâ Hs è îíè ñ íåîáõîäèìîñòüþ � òå ñàìûå îïåðàòîðû ìå-
õàíèêè Íüþòîíà - Ýéëåðà, îïðåäåëåííûå ïîëíîé ìàññîé, öåí-
òðîì ìàññ è òåíçîðîì èíåðöèè. Ñâîéñòâà, òàêèå êàê òåîðåìà
Ê¼íèãà, âêëþ÷åíû â (1.1) è, â êîíå÷íîì èòîãå, âñÿ êëàññè÷åñêàÿ
ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà âûâîäèòñÿ èç i), ii), iii).

Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâàíèÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ äåôîðìèðó-
åìûõ òåë ñ òî÷êè çðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè èçëîæå-
íû â [3], èõ ïðèëîæåíèå ê ìåõàíèêå àôôèííî-äåôîðìèðóåìûõ
òåë ðàçâèòî â [2]. Íåêîòîðûå àñïåêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ãîëîíî-
ìèè äèíàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè èçëîæåíû â [8, 9]. Âìåñòî i), ii),
iii) òåïåðü ïðåäïîëàãàåòñÿ:

iv) (S,X,D, π) � ãëàâíîå ðàññëîåíèå, ãäå X = S/D � ïðîñòðàí-
ñòâî îðáèò, à π : S → X � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. (Èíûìè
ñëîâàìè, S � ìíîãîîáðàçèå, D � ãðóïïà Ëè, äåéñòâèå ñëåâà
êîòîðîé � äèôôåðåíöèðóåìîå, ñâîáîäíîå, ñîáñòâåííîå, íî
â îáùåì ñëó÷àå íåòðàíçèòèâíîå.)

v) ïðîñòðàíñòâî S îñíàùåíî ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé (· | ·),
èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû D.

vi) Îñíîâíûì ïðèíöèïîì äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï Ãà-
ìèëüòîíà.

Ãðóïïà Ëè D â iv) � ýòî ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè ôîðìó ñèñòåìû. Íà ïðàêòèêå åþ áó-
äåò åâêëèäîâà ãðóïïà ïåðåìåùåíèé, à X áóäåò ¾ïðîñòðàíñòâîì
ôîðì¿. Ïðåäïîëîæåíèå v) ââîäèò áèëèíåéíóþ äèôôåðåíöèàëü-
íóþ ôîðìó, àññîöèèðîâàííóþ ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Òîãäà
íà ðàññëîåíèè (S,X,D, π) ìîæåò áûòü âûâåäåíà îñìûñëåííàÿ
ãëàâíàÿ ñâÿçíîñòü ∇, òàê íàçûâàåìàÿ ¾äèíàìè÷åñêàÿ ñâÿç-
íîñòü¿. Ýòà ñâÿçíîñòü ââîäèò îñìûñëåííûì îáðàçîì íåãîëî-
íîìíûå êîîðäèíàòû, òî÷íåå, êîìïîíåíòû ôîðìû ñâÿçíîñòè,
ðàñùåïëÿþùèå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íà ýíåðãèþ äâèæåíèé
êàê òâåðäîãî òåëà è ýíåðãèþ äåôîðìàöèé (ñì. íèæå ðàçä. 2.1).
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Ýëåìåíòàðíûé çàêîí äèíàìèêè, îñíîâàííûé íà åñòåñòâåí-
íîì ïðåäïîëîæåíèè, âûãëÿäÿùåì êàê iii), ñòàíîâèòñÿ íåäîñòóï-
íûì â äàííûõ ðàìêàõ. Â [3] ìû ïðèáåãàëè ê ïðèíöèïó Ãàìèëü-
òîíà, ÷òîáû ïðèäàòü ñìûñë òîìó, êàê çäåñü äàëåå áóäóò âû-
âåäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âèäå (2.6). Ãðóáî ãîâîðÿ, ïåð-
âîå óðàâíåíèå óïðàâëÿåò äåôîðìàöèÿìè ñèñòåìû, â òî âðåìÿ
êàê âòîðîå óïðàâëÿåò äâèæåíèåì ¾çàìîðîæåííîé¿ ñèñòåìû. Êî-
íå÷íî, ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà
çà ñ÷åò ïðèñóòñòâèÿ ïåðåêðåñòíûõ ñëàãàåìûõ, ïðåäñòàâëåííûõ
êàê (−∇xK(s)(.)(V) + J(s) (V,Ω

Γ
(ẋ, ·)) è ∇xI(s)(ẋ)(V)). Ýòè

ñëàãàåìûå èìåþò ïðèìå÷àòåëüíûé âèä, â êîòîðûé âêëþ÷åíû
äèíàìè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü è åå êðèâèçíà. Îäíàêî ïðèåìëåìûå ìå-
õàíè÷åñêèå ìîäåëè äîëæíû áûòü íå çàâèñÿùèìè îò ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà, ïî êðàéíåé ìåðå, íå çàâèñÿùèìè îò âûáîðà ãàëèëååâñêîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà. Îäíàêî ýòî ñâîéñòâî íå îêàçûâàåòñÿ âûïîë-
íåííûì àâòîìàòè÷åñêè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðèìàíîâîé ñòðóêòó-
ðû íà ïðîñòðàíñòâå S èëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëàãðàíæèàíà, äà-
æå åñëè îí èìååò êàê â ðàññìîòðåííîì íèæå ñëó÷àå ñòàíäàðò-
íûé âèä (2.1). Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ñîñðåäîòî÷èòü âíèìàíèå íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ, îáåñïå-
÷èâàþùèõ òàêóþ èíâàðèàíòíîñòü.

Ñîãëàñíî íàøåé öåëè, ïðåäïîëîæåíèÿ iv), v), vi) èëè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå íèæå óðàâíåíèå (2.6), îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìàì, ñâî-
áîäíî äâèæóùèìñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ
êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé âëå÷åò íåîáõîäèìîñòü èçìåíåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (2.6), íàïðèìåð, çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà èëè ðåàêöèé ñâÿçè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé. Ïðèìå÷à-
òåëüíî, ÷òî ãëàâåíñòâóþùèå èäåè, òàêèå êàê èíâàðèàíòíîñòü
ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèÿì ãðóïï è èñïîëüçîâàíèå íåãîëîíîì-
íûõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, V â (2.1), ñâÿçàíû ñ òàê íàçûâàå-
ìûìè óðàâíåíèÿìè Ïóàíêàðå - ×åòàåâà, èçëîæåííûìè â êëàñ-
ñè÷åñêèõ ðàáîòàõ ïî àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå (ñì., íàïðèìåð,
ðàáîòó Â.Â.Ðóìÿíöåâà [10], à òàêæå ïóáëèêàöèþ [3]).
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Â ðàçä. 2 áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 2.2, äàþùàÿ íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé (2.6) ïî
îòíîøåíèþ ê çàìåíàì ãàëèëååâñêîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ãðóáî ãî-
âîðÿ, òå óñëîâèÿ, êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, èìåþò ìåñòî äëÿ çà-
ìîðîæåííûõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå ÷òî èíîå êàê óñëî-
âèå, íàéäåííîå â [1] äëÿ òâåðäîãî òåëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äâà
óñëîâèÿ, ïðèñóùèå èìåííî äåôîðìèðóåìûì ñèñòåìàì, ñîäåð-
æàò äèíàìè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü, àññîöèèðîâàííóþ ñ ðèìàíîâîé
ñòðóêòóðîé v) è åå êðèâèçíîé.

Â ðàçä. 3 áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äåôîðìèðóåìûå ñèñòåìû ïîä-
÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (2.6), à èç óñëîâèé èíâàðèàíò-
íîñòè â òåîðåìå 2.2 ñëåäóåò ¾ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè¿, ïîç-
âîëÿþùèé èñêëþ÷èòü ãðàâèòàöèîííûé ýôôåêò çà ñ÷åò ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî âûáîðà óñêîðåííî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Â ïðèëîæåíèè ñ öåëüþ ïðîÿñíèòü ñâÿçü ñî çíàêîìûìè âåëè-
÷èíàìè, èìåþùèìè ìåñòî â îáùåé ìåõàíèêå, òàêèìè êàê ïîëå
ìîìåíòîâ, ñèëîâîé è êèíåìàòè÷åñêèé âèíòû, ïðèâîäÿòñÿ êîí-
êðåòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè d è åå ïîäàëãåáð.

2. Óñëîâèÿ Ãàëèëååâñêîé èíâàðèàíòíîñòè äëÿ óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ äåôîðìèðóåìûõ ñèñòåì.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ãåîìåòðèÿ ãëàâíûõ ðàñ-
ñëîåíèé. Òåîðèÿ ãëàâíûõ ðàññëîåíèé èçëîæåíà â òðàêòà-
òàõ ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, íàïðèìåð, â [11] èëè [12,
ãë. XVI]. Â îòíîøåíèè ìåõàíèêè, ñëåäóåò îòîñëàòü ÷èòàòåëÿ ê
ïðåäïîëîæåíèÿì iv), v), vi) ðàçä. 1, è ê [3].

Ïóñòü D× S ∋ (g, s) 7→ g.s � äåéñòâèå ñëåâà D íà ïðîñòðàí-
ñòâå S, à D× TS ∋ (g, v) 7→ g.v � ïîäíÿòîå äåéñòâèå D íà êàñà-
òåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TS. Ïðàêòè÷íî îáîçíà÷èòü δs (ñîîòâåò-
ñòâåííî δx è òàê äàëåå) ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê
ìíîãîîáðàçèþ S (ñîîòâåòñòâåííî ê ïðîñòðàíñòâó X) ñ íà÷àëîì
s (ñîîòâ. x).

Ãîðèçîíòàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà TsS äëÿ äè-
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íàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè îïðåäåëåíî êàê îðòîãîíàëüíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ê ñëîþ s ñîãëàñíî ðèìàíîâîé ñòðóêòóðå v). Ôîðìà
ñâÿçíîñòè è åå êðèâèçíà îáîçíà÷åíû êàê ω (ïðèíèìàþùàÿ çíà-
÷åíèÿ â d 1-ôîðìà) è Ω (ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â d 2-ôîðìà),
ïðè÷åì ¾δs (∈ TS) ãîðèçîíòàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ω(δs) = 0¿. Ïðèìåðû ÿâíûõ âû÷èñëåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñâÿçíî-
ñòåé è èõ êðèâèçí äëÿ êîíêðåòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðåä-
ñòàâëåíû â [2, 9] äëÿ àôôèííî-äåôîðìèðóåìûõ òåë è â ïðèëî-
æåíèè ðàáîòû [3] äëÿ ñèñòåì òâåðäûõ òåë.

Ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå δs ∈ TS áó-
äóò îáîçíà÷åíû êàê hor δs è vert δs. Åñëè f : S → E � äèôôå-
ðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå èç S â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E,
òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî fT : TS → TE ∼ E × E � åãî êà-
ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî è df : TS → E � åãî äèôôåðåíöèàë
(df(δs) = p2f

T (δs)); ïðè ôèêñèðîâàííîì s df(s) îáîçíà÷àåò
èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå TsS → E. Ñâÿçíîñòü ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇f(δs) = df(hor δs)
äëÿ v ∈ TS, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê äèôôå-
ðåíöèàë âäîëü êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ èç TS. Åñëè Q � ìíîãî-
îáðàçèå è ϕ : Q → S, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ∇qf(δq), ïîëàãàÿ
∇qf(ϕ(q))(δq) = df(ϕ(q))(hor ∂qϕ(δq)).

Äèíàìè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü òàêæå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðè-
çîâàíà ãîðèçîíòàëüíûì ïîäíÿòèåì Γ: S ×X TX → TS, òàêèì,
÷òî hor δs = Γ(s, δx) ïðè δx = πT (δs). Òîãäà πTΓ(s, δx) = δx,
Γ(g.s, δx) = g.Γ(s, δx). Òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü êîâàðèàíò-
íóþ ïðîèçâîäíóþ âäîëü êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ äëÿ áàçû X
êàê ∇xf(s)(δx) = df

(
Γ(s, δx)

)
äëÿ δx ∈ TxX ñ x = π(s). Òîãäà

∇xf(s)(δx) = ∇f(δs), êîãäà δx = πT (δs). Íàäî çàìåòèòü, ÷òî
∇xf îïðåäåëåíà íå íà TX, à íà S×X TX.

Ðàññìîòðèì ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà
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ñòàíäàðòíîãî âèäà

L(t, ṡ) =
1

2
(ṡ | ṡ)− Π(t, s) =

=
1

2
J(s)(V,V) +

1

2
Jdef (ẋ, ẋ)− Π(t, s), (2.1)

ṡ =
ds

dt
, V = ω(ṡ), x = π(s), ẋ = πT (ṡ),

êàê âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè íà
ýòîì ðàññëîåíèè, ïðèâîäÿùèé ê óðàâíåíèÿì Ýéëåðà (2.6), âû-
ïèñàííûì íèæå.

Âåëè÷èíà 1/2Jdef(ẋ, ẋ) = Kdef � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äå-
ôîðìàöèé, ñâÿçàííàÿ ñ ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé Jdef , êîððåêòíî
îïðåäåëåííàÿ íà X áëàãîäàðÿ èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ D íà S.
Òàêîå ðàçäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òó
ñàìóþ ïðè÷èíó îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè.

Âåëè÷èíà 1/2J(s)(V,V) = K(V) � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
çàìîðîæåííîé ñèñòåìû. Ìîæíî îïðåäåëèòü I(s) ∈ L(d, d∗) êàê
J(s)(X,Y ) = ⟨I(s).X, Y ⟩, òîãäà J(s) è I(s) � ¾êîâàðèàíòíûé¿ è
¾ñìåøàííûé òåíçîðû èíåðöèè¿ çàìîðîæåííîé ñèñòåìû â êîí-
ôèãóðàöèè s.

Ðàññìîòðèì I, J, K êàê îòîáðàæåíèÿ èç S â âåêòîðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà L(d, d∗), L2(d), Q2(d) (âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êâàä-
ðàòè÷íûõ ôîðì íà d). Íàïðèìåð, ∇K(s) áóäåò îòîáðàæåíèåì
v 7→ ∇K(v) èç TsS â Q2(d), è ïîýòîìó∇K(v)(X, Y ) èìååò ñìûñë.
Ýòè îòîáðàæåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâàìè èíâàðèàíòíîñòè, ê êî-
òîðûì ìû áóäåì ÷àñòî îáðàùàòüñÿ:

J(g.s)(X, Y ) = J(s)(Ad g−1.X,Ad g−1.Y ),
I(g.s) = Ad ∗g ◦ I(s) ◦ Ad g−1,

(2.2)

dJ(δs)(X,X) = ∇J(δs)(X,X)− 2J(s) ([ω(δs), X], X) , (2.3)

dI(δs) = ad ∗ω(δs) ◦ I(s)− I(s) ◦ adω(δs) +∇I(δs) (2.4)
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∀s ∈ S, δs ∈ TsS.

Ñ îòîáðàæåíèåì s 7→ I(s) ñâÿçàíî î÷åíü âàæíîå îòîáðàæåíèå
s 7→ C(s) ∈ L2(d; d

∗), îïðåäåëåííîå êàê

C(s)(X, Y ) = ad ∗X.I(s)(Y ) + ad ∗Y.I(s)(X) + I(s)
(
[X, Y ]

)
,

s ∈ S, X, Y ∈ d.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ, S ïîêðûòî îòêðû-
òûìè ïîäìíîæåñòâàìè π−1(O), ãäå O � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
â X ñ ëîêàëüíûìè êàðòàìè âèäà s = g.r(q) = φ(q, g), ãäå g è
q = (q1, . . . , qd) ïðèíàäëåæàò D è îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó Q
ïðîñòðàíñòâà Rd, ãäå qi � êîîðäèíàòû, îïèñûâàþùèå ôîðìó ñè-
ñòåìû π(s). Ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðèí-
öèï Ãàìèëüòîíà, ïðèìåíåííûé ê îáëàñòè π−1(O) è îáëàäàþùèé
òàêèì ëîêàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äâè-
æåíèÿ, âûïèñàííûì â [3]:

d

dt
∂q̇ Kdef − ∂qKdef −∇qK(s)(V)+

+J(s) (V,Ad g.Ωr(q̇, ·)) = Q−∇qΠ(t, s),

d

dt
I(s)(V) = F−£Π(t, s).

(2.5)

Ïóñòü ωr è Ωr âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ q 7→ r(q), íà-
ïðèìåð; Ωr(δq, δ

′q) = Ω
(
rT (δq), rT (δ′q)

)
. Ïóñòü Kr(q) = K(r(q))

� çíà÷åíèå íà �ñå÷åíèè� q 7→ r(q) âåëè÷èíû Jr(q) = J(r(q)). Åñëè
ïîëîæèòü U = Ad g−1V, òî ôîðìóëà (2.3) ñ δs = ∂qφ(q, g)(δq) =
LT

g r
T (q, δq) ïðèâîäèò ê áîëåå ÿâíîìó âèäó, îïèðàþùåìóñÿ íà

ïåðåìåííûå q, îïèñûâàþùèå ôîðìó è ñîãëàñîâàííûå ñ ëàãðàí-
æåâûì îïèñàíèåì äâèæåíèÿ:

∇qK(s)(δq)(V) = ∂qKr(q)(δq)(U) + Jr(q)([ωr(δq),U],U),
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J(s)
(
V,Ad g.Ωr(q̇, δq)

)
= Jr(q)

(
U,Ωr(q̇, δq)

)
.

Ïóñòü ∇X
îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ â ñâÿçíîñòè

Ëåâè-×èâèòà, àññîöèèðîâàííóþ ñ ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé Jdef íà
X. Çàìåòèì, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∇ â äèíàìè÷åñêîé
ñâÿçíîñòè è ∇X

� äâå ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå îïåðàöèè äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ. Ïðèìåíåíèå ê (2.5) êëàññè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ
èç ðèìàíîâîé äèíàìèêè âåäåò ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
ëåâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé Ëàãðàíæà è äàåò⟨ d

dt
∂q̇ Kdef − ∂qKdef , δq

⟩
= Jdef

(∇X
ẋ

dt
, δx

)
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè δx = πT
(
∂qφ(q, g)(δq)

)
, è îïðåäå-

ëèòü ΩΓ : S ×X (TX ×X TX) → d êàê Ω(Γ(s, ξ1),Γ(s, ξ2)), ãäå ×X

îçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ñëîåâ íàä X, òî

∇qK(s)(δq)(V) = ∇xK(s)(δx),

J(s) (V,Ad g.Ωr(q̇, δq)) = J(s) (V,ΩΓ(s, ẋ, δx)) .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò âíóòðåííèé (¾ýéëåðîâñêèé¿) âèä óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ (2.5) â âèäå ðàâåíñòâà â T ∗

xX è ðàâåíñòâà â d∗:

Òåîðåìà 2.1 Äëÿ ôóíêöèé Ëàãðàíæà âèäà (2.1), óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà âûãëÿäÿò êàê

Jdef

(∇X
ẋ

dt
, ·
)
−∇xK(s)(.)(V) + J(s) (V,Ω

Γ
(ẋ, ·)) =

= Q−∇xΠ(t, s),

d

dt
I(s)(V) = F−£Π(t, s),

(2.6)

ãäå x = π(s), à ∇X
� êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñâÿçíîñòè

Ëåâè-×èâèòà ïðîñòðàíñòâà X, àññîöèèðîâàííîãî ñ Jdef . Âåëè-
÷èíû V = ω(ṡ), Ω

Γ
(ẋ, ·) è ∇xK(s)(V) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëè-

íåéíûå ôîðìû δx 7→ Ω(Γ(s, ẋ),Γ(s, δx)) è δx 7→ ∇xK(s)(δx)(V).
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Ñ ïîìîùüþ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîå óðàâíåíèå (2.6)
òàêæå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

I(s)(V̇) + ad ∗V.I(s)(V) +∇xI(s)(ẋ)(V) = F−£Π(t, s). (2.7)

Åñëè òåïåðü ïðèíÿòü ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà çà ôóíäàìåíòàëü-
íûé ïðèíöèï äèíàìèêè, òî ñèñòåìà îòñ÷åòà äîëæíà áûòü ãàëè-
ëååâñêîé è òîãäà óðàâíåíèÿ (2.6) îêàçûâàþòñÿ âåðíûìè óðàâ-
íåíèÿìè äâèæåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Îäíàêî ñî-
ãëàñîâàííîñòü äèíàìèêè òðåáóåò òîãî, ÷òî êîëü ñêîðî ýòè óðàâ-
íåíèÿ ñïðàâåäëèâû â îäíîé ãàëèëååâñêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, îíè
äîëæíû îñòàâàòüñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â ëþáîé äðóãîé ãàëèëååâ-
ñêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Äîêàçûâàåìàÿ íèæå òåîðåìà 2.2 ñîäåðæèò
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñâîéñòâî
áûëî âûïîëíåíî.

Ãàëèëååâñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü è óðàâíåíèÿ (2.6).
Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû îòñ÷åòà �R èR′. Ïóñòü ñèñòåìà îòñ÷å-
òà R áóäåò ãàëèëååâñêîé, òàê ÷òî äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (2.6)
â R îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè. Íî ñèñòåìà îòñ÷åòà R′ íå îáÿ-
çàòåëüíî òàêîâà íà íàñòîÿùåì ýòàïå. Íàøà ïåðâàÿ öåëü ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû âûâåñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà R′. Âûâîä áóäåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàòüñÿ
íà äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå íà ãðóïïàõ Ëè è ìíîãîîáðà-
çèÿõ, à òàêæå íà ñâîéñòâàõ èíâàðèàíòíîñòè (2.2), (2.3), (2.4).

Ïðåæäå âñåãî ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå
t 7→ M(t) ∈ D , çàäàþùåå äâèæåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà R′ îòíî-
ñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà R (è îòíîñèòåëüíî ñàìîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà R′), òàêîå, ÷òî åñëè s (ñîîòâåòñòâåííî σ) ∈ S � êîí-
ôèãóðàöèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, íàáëþäàåìàÿ ïî îòíîøåíèþ
ê R (ñîîòâåòñòâåííî ê R′) â ìîìåíò âðåìåíè t, òî

s = M(t).σ, s, σ ∈ S,

îòêóäà π(s) = π(σ) = x. Ïîëàãàÿ

U = ϑr(Ṁ), U′ = ϑℓ(Ṁ) ≡ AdM−1.U, V = ω(ṡ), W = ω(σ̇),
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ãäå ϑr è ϑℓ � ïðàâàÿ è ëåâàÿ ôîðìû Ìàóðåðà-Êàðòàíà D , äîêà-
æåì, ÷òî

V = U+AdM.W, V̇ = U̇+AdM.Ẇ + [U,AdM.W] (2.8)

è ÷òî ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ (2.6) ñîîòâåòñòâåííî ýêâè-
âàëåíòíû óðàâíåíèÿì

Jdef

(∇X
ẋ

dt
, ·
)
−∇xK(σ)(.)(W) + J(σ)(W,Ω

Γ
(ẋ, .))−

−∇xK(σ)(.)(U′)−∇xJ(σ)(.)(U
′,W)+

+J(σ)(U′,Ω
Γ
(ẋ, .)) = Q−∇xΠ

′(t, σ).

(2.9)

d

dt
I(σ)(W) +C(σ)(U′,W) + ad ∗U′.I(σ)(U′)+

+∇xI(σ)(ẋ)(U
′) + I(σ)

(
dU′

dt

)
= F′ −£Π′(t, σ),

(2.10)

ãäå F′ = Ad ∗M−1.F è Π′(t, σ) = Π(t,M.σ) � ñèëà è ïîòåíöèàë,
íàáëþäàåìûå â ñèñòåìå îòñ÷åòà R′.

2Îáîçíà÷èì ÷åðåç σs îòîáðàæåíèå g 7→ g.s, êîòîðîå íå ñëå-
äóåò ïóòàòü ñ òî÷êîé σ â ïðîñòðàíñòâå S. Òîãäà

ṡ = σT
s

(
ϑr(Ṁ)

)
+ LT

M(σ̇).

Âåëè÷èíà ϑr(Ṁ) � ýòî ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü, îáóñëîâëåííàÿ äâè-
æåíèåì ñèñòåìû îòñ÷åòà R′, â òî æå âðåìÿ w = σ̇ îïèñûâà-
åò ñêîðîñòü ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå îòñ÷åòà R′.
Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ω ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì è â ñè-
ëó îáùèõ ñâîéñòâ ñâÿçíîñòè ïîëó÷àåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (2.8).
Âòîðîå óðàâíåíèå (2.8) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

d

dt
AdM = adϑr(Ṁ) ◦ AdM.
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî s = M.σ, ãäå M ∈ D , òî äëÿ
ôèêñèðîâàííûõ X è Y â d

∇xJ(s)(δx)(X, Y )=∇xJ(σ)(δx)(AdM
−1.X,AdM−1.Y ),(2.11)

∇xI(s)(δx)(X)=AdM∗.∇xI(σ)(δx)(AdM
−1.X). (2.12)

Ëèíåéíûå ôîðìû ∇xJ(s)(δx)(AdM
−1.X,AdM−1.Y ) è

∇xJ(σ)(δx)(X, Y ), ñîîòâåòñòâåííî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ
äèôôåðåíöèàëîâ ñîîòíîøåíèé σ 7→ J(σ)(AdM−1.X,AdM−1.Y )
è s 7→ J(s)(X, Y ) äëÿ δx ∈ TxX íà

w = Γ(σ, δx) è v = Γ(s, δx) = LT
M(w).

Áîëåå òîãî, J(M.σ)(X, Y ) = J(σ)(AdM−1.X,AdM−1.Y ), è äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ïî σ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé äàåò

dJ(M.σ)(LT
M(w))(X, Y ) = dJ(σ)(w)(AdM−1.X,AdM−1.Y ).

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè äàåò dJ(M.σ)(LT
M(w)) ≡

dJ(s)(v), îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (2.11), ýêâèâàëåíòíîå

⟨∇xI(s)(δx)(X), Y ⟩ = ⟨∇xI(σ)(δx)
(
AdM−1.X

)
,AdM−1.Y ⟩

=
⟨
Ad ∗M.∇xI(σ)(δx)

(
AdM−1.X

)
, Y

⟩
è ýêâèâàëåíòíîå ñîîòíîøåíèþ (2.12), òàê êàê ýòî ñîîòíîøåíèå
èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ X è Y ∈ d. Èç (2.8) è (2.11) ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî

∇xK(s)(δx)(V) = ∇xK(σ)(δx)(U′ +W) =

= ∇xK(σ)(δx)(W) +∇xJ(σ)(δx)(U
′,W) +

+∇xK(σ)(δx)(U′). (2.13)

Òàê êàê

Ω(LT
Mv1, L

T
Mv2) = AdM.Ω(v1, v2), Γ(M.σ, δx) = LT

MΓ(σ, δx),
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òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Ω
Γ
(s, ẋ, δx) = AdM.Ω

Γ
(σ, ẋ, δx) ∀δx ∈ TxX,

J(s)(V,Ω
Γ
(ẋ, δx)) = J(σ)(W,Ω

Γ
(ẋ, δx)) + (2.14)

+J(σ)(U′,Ω
Γ
(ẋ, δx)).

Èç (2.13) è (2.14) ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå (2.6) ýêâèâà-
ëåíòíî óðàâíåíèþ (2.9).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.2) è ðàâåíñòâà
d

dt
Ad ∗M = ad ∗ϑr(Ṁ) ◦

Ad ∗M ≡ Ad ∗M ◦ ad ∗ϑℓ(Ṁ) ñëåäóåò, ÷òî

I(s)(V) = Ad ∗M.I(σ)(W) + I(s)(U),

d

dt
I(s)(V) = Ad ∗M.

( d

dt
I(σ)(W) + ad ∗U′.I(σ)(W)

)
+

d

dt
I(s)(U).

Èìååì I(s)(U) = Ad ∗M.I(σ)(U′). Ñ ïîìîùüþ (2.4), ãäå w = σ̇
ìîæíî íàéòè, ÷òî

d

dt
I(s)(U) = Ad ∗M.

(
ad ∗U′.I(σ)(U′) + ad ∗W.I(σ)(U′)−

−I(σ)(adW.U′)
)
+

+ Ad ∗M.
(
∇I(w)(U′) + I(σ)

(dU′

dt

))
,

d

dt
I(s)(V) = Ad ∗M.

( d

dt
I(σ)(W)

)
+

+ Ad ∗M.
(
ad ∗U′.I(σ)(W) + ad ∗W.I(σ)(U′) +

+I(σ)([U′,W]) + ad ∗U′.I(σ)(U′)
)
+

+ Ad ∗M.
(
∇I(w)(U′) + I(σ)

(dU′

dt

)
=

)
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= Ad ∗M.
( d

dt
I(σ)(W) +C(σ)(U′,W)+

+ad ∗U′.I(σ)(U′) +∇xI(σ)(ẋ)(U
′) + I(σ)

(dU′

dt

))
,

(2.15)

òàê êàê πT (ṡ) = πT (w) = ẋ, ∇I(w) = ∇xI(σ)(ẋ)). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, äëÿ u ∈ d

⟨£(Π(t, s)),u⟩ =
[
d

dτ
Π(t, exp(τu).s)

]
τ=0

.

Îäíàêî exp(τu).s = exp(τu).(M.σ) = M.M−1. exp(τu).(M.σ) =
M. exp(τAdM−1.u).σ, òàê ÷òî

⟨£(Π(t, s)),u⟩ = ⟨£Π′(t, σ),AdM−1.u⟩ = ⟨Ad ∗M.£Π′(t, σ),u⟩,

ãäå Π′ îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíèåì Π′(t, σ) = Π(t,M.σ) äëÿ σ ∈ S.
Òàê êàê u ìîæåò áûòü ëþáûì èç ìíîæåñòâà d, òî

£(Π(t, s)) = Ad ∗M.£Π′(t, σ).

Åñëè ïîäñòàâèòü òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ âî âòî-
ðîå óðàâíåíèå (2.6), òî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (2.10), òàê êàê
Ad ∗M � àâòîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà d∗.

Ïóñòü
K(s) = {Ω(s)(v,w) | v,w ∈ TsS}.

Òàê êàê êàæäûé ãîðèçîíòàëüíûé âåêòîð èç TsS èìååò âèä v =
Γ(s, u), ãäå u ∈ TxX, òî

{Ω
Γ
(s, u, v) | u, v ∈ TxX} = {Ω(s)(v,w) | v,w ∈ TsS} = K(s).

Òåîðåìà 2.2 Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî,
÷òîáû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.6) áûëè îäíèìè è òåìè æå âî
âñåõ ãàëèëååâñêèõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, èìååò âèä

∀s ∈ S, ∀U ∈ t :


a) ∀X ∈ d : C(s)(U,X) = 0,
b) ∀X ∈ d : ∇J(s)(U,X) = 0,
c) ∀X ∈ K(s) : J(s)(U,X) = 0,
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ãäå ∇ � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â äèíàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè,
à Ω (â îïðåäåëåíèè K(s)) � ôîðìà êðèâèçíû äèíàìè÷åñêîé ñâÿç-
íîñòè.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ñâîéñòâî b) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

∀s ∈ S, ∀U ∈ t ∇I(s)(U) = 0

â L(TsS, d∗). Íàäî çàìåòèòü, ÷òî I(s) ∈ L(d, d∗) è I(s)(U) ∈ d∗,
ïîýòîìó ∇I(s)(U) ∈ L(TsS, d∗)).

Ñâîéñòâî a) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå îáúåêòèâíîñòè èíåð-
öèîííûõ ñèë (òîðñîðîâ), äåéñòâóþùèõ íà çàìîðîæåííóþ ñèñòå-
ìó. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó, äîêàçàííîìó â ðàáîòå [1, ðàçä.7],
åñëè D � îáû÷íàÿ ãðóïïà äâèæåíèé, òî ýòî ñâîéñòâî îïðåäåëÿ-
åò ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó îïåðàòîðà I(s) íà êàæäîì ñëîå èç
ðàññëîåíèÿ.

Ñâîéñòâî c), âîîáùå ãîâîðÿ, íå íàäî ïðîâåðÿòü äëÿ ëþáîé
èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ñòðóêòóðû íà S. Îäíàêî ýòî ñâîéñòâî
äîëæíî áûòü îáÿçàòåëüíî ïðîâåðåíî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ãàëèëååâ-
ñêîé èíâàðèàíòíîñòè çàêîíîâ äèíàìèêè.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ðàçä. 4, áåçîòíîñèòåëüíî ê îáùåé òåî-
ðèè ñâîéñòâà a), b), è c) íàäî ïðîâåðÿòü äëÿ êîíêðåòíûõ îáùèõ
ìîäåëåé ñèñòåì òâåðäûõ òåë èëè àôôèííî-äåôîðìèðóåìûõ òåë.

2Ðàññìîòðèì äâå ãàëèëååâñêèõ ñèñòåìû îòñ÷åòà R è R′, òà-
êèå, ÷òî M(t) = A. exp(tU) ïðè U ∈ t è ôèêñèðîâàííîì A ∈ D .
Òîãäà âåëè÷èíà U′ = U òàêæå ïîñòîÿííà. Ýêñïîíåíöèàëüíîå
îòîáðàæåíèå exp îïðåäåëåíî íà ãðóïïå Ëè D , è òàê êàê t �
àëãåáðà Ëè ïîäãðóïïû ïîñòóïàòåëüíûõ äâèæåíèé, òî exp(tU) �
ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî âûáîðà R è R′ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî R
è R′ äîëæíû áûòü èäåíòè÷íû òåì, ÷òî áûëè âûâåäåíû èç òåî-
ðåìû 2.1. Îäíàêî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, óðàâíåíèÿ, âûâå-
äåííûå èç ýòîé òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà R, ýêâèâàëåíòíû
óðàâíåíèÿì (2.9) è (2.10). Ïîýòîìó íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
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óñëîâèå òîãî, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, ïîÿâëÿþùèåñÿ â
ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (2.9) è (2.10) (äëÿ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè
U′) îáðàùàþòñÿ â íóëü äëÿ âñåõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è äëÿ
âñåõ âûáîðîâ ãàëèëååâñêîé ñèñòåìû îòñ÷åòà R′:

−∇xK(σ)(.)(U′)−∇xJ(σ)(.)(U
′,W) + J(σ)(U′,Ω

Γ
(ẋ, .)) = 0.

C(σ)(U′,W) + ad ∗U′.I(σ)(U′) +∇xI(σ)(ẋ)(U
′) = 0,

Çàôèêñèðóåì ìîìåíò âðåìåíè t = to. Ïðåæäå âñåãî óñëî-
âèå ñëåäóåò ïðîâåðèòü, êîãäà ñèñòåìà îòñ÷åòà R′ âûáðàíà òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî M(to) = e äëÿ äàííîé ñêîðîñòè U ∈ t. Îäíàêî
äëÿ âñåõ êîíôèãóðàöèé s ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè to è äëÿ
âñåõ çàäàííûõ çíà÷åíèé X ∈ d, u ∈ TxX ñóùåñòâóåò äèíàìè÷å-
ñêèé ïðîöåññ, òàêîé ÷òî W = X è ẋ = u. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
âñåõ U ∈ t, âñåõ X ∈ d è âñåõ u ∈ TxX äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
ñîîòíîøåíèÿ:

−∇xK(σ)(.)(U)−∇xJ(σ)(u)(U,X) + J(σ)(U,Ω
Γ
(u, .)) = 0,

C(σ)(U,X) + ad ∗U.I(σ)(U) +∇xI(σ)(u)(U) = 0.

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ìîæíî çàìåíèòü U , X, u íà αU , βX, γu è ïî-
ëó÷èòü äâà ïîëèíîìèàëüíûõ óñëîâèÿ, êîòîðûå äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ äëÿ âñåõ (α, β, γ) ∈ R3. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîýôôèöèåíòû
ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ îáðàùàëèñü â íóëü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ ëþáûõ s ∈ S, U ∈ t âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

∀X ∈ d:C(s)(U,X) = 0,
ad ∗U.I(s)(U) = 0,
∇xI(s)(.)(U) = 0 (â T ∗

xX),
∇xK(s)(.)(U) = 0 (â T ∗

xX),
∀X ∈ d:∇xJ(s)(.)(U,X) = 0 (â T ∗

xX),
∀u ∈ TxX: J(s)(U,ΩΓ

(u, .)) = 0 (â T ∗
xX).

(2.16)

Íàîáîðîò, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè óñëîâèÿ (2.16) âûïîë-
íåíû, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî R è R′ èäåíòè÷íû
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äëÿ ëþáîãî âûáîðà ãàëèëååâñêèõ ñèñòåì îòñ÷åòà R è R′. Îä-
íàêî ýòè ñâîéñòâà íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà. Ñ
îäíîé ñòîðîíû, åñëè çàìåòèòü, ÷òî

C(s)(U,U) = ad ∗U.I(s)(U) + ad ∗U.I(s)(U) + I(s)([U,U ]) =
= 2 ad ∗U.I(s)(U),

òî âòîðîå ñâîéñòâî îêàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî è ìîæåò
áûòü óäàëåíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

J(s)(U,X) = ⟨I(s)(U), X⟩ =⇒

∇J(v)(U,X) = ⟨∇I(v)(U), X⟩, v ∈ TsS,
òàê ÷òî ïîñêîëüêó âåêòîð èç TsS èìååò âèä v = Γ(s, δx), ãäå δx ∈
TxX, è ïîñêîëüêóK(s) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, àññîöèèðîâàííàÿ
ñ J(s), òî

∀X ∈ d, ∀v ∈ TsS : ∇J(v)(U,X) = 0 ⇐⇒
∀X ∈ d, ∀ δx ∈ TxX : ∇xJ(s)(δx)(U,X) = 0 ⇐⇒

∀ δx ∈ TxX : ∇xI(s)(δx)(U) = 0 =⇒
∀ δx ∈ TxX : ∇xK(s)(δx)(U) = 0.

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ñîãëàñíî êîòîðîìó òðåòüå è ÷åòâåðòîå
ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ïÿòîãî è ìîãóò áûòü óäàëåíû. Â
êîíå÷íîì èòîãå óñëîâèÿ (2.16) ñâîäÿòñÿ ê ñâîéñòâàì a), b) è
c).

Çäåñü è äàëåå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû D áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïåðåìåùåíèé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà òî÷å÷-
íîãî ïðîñòðàíñòâà E è ÷òî d è d∗ áóäóò îòîæäåñòâëåíû ñ ïîìî-
ùüþ ôîðìû Êëåéíà [· | ·], òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîòíîøå-
íèå I(s) ∈ L(d) è îíî îïðåäåëåíî êàê [I(s)(X) | Y ] = J(s)(X, Y )
� ñì. Ïðèëîæåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü D � îáûêíîâåííàÿ åâêëèäîâà ãðóïïà.
Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà a)
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ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèðóåìûå ýêâèâà-
ðèàíòíûå îòîáðàæåíèÿ s 7→ ms èç S â ]0,+∞[, s 7→ cs èç S â
E è s 7→ Is èç S â L(E) òàêèå, ÷òî äëÿ s ∈ S, X è Y ∈ d:

ôóíêöèÿ Is ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà äëÿ
âñåõ s,

J(s)(X, Y ) = msX(cs) · Y (cs) + Is(ωX) · ωY .

Ýêâèâàðèàíòíîñòü ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê äåé-
ñòâèþ ãðóïïû D , ò.å.

mg.s = ms, cg.s = g(cs), Ig.s = g ◦ Is ◦ g−1 = g∗Is,

ãäå g ñîñòàâëÿåò ëèíåéíóþ ÷àñòü àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ g.
2Êàæäûé ñëîé ðàññëîåíèÿ (S,X, π,D) � ýòî ãëàâíîå îäíî-

ðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ãðóïïû D , ïîýòîìó ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé
â [1, ðàçä.7], ïðèìåíèì ê ðèìàíîâîé ñòðóêòóðå, èíäóöèðîâàí-
íîé îäíèì ê îäíîìó èç S è âåäåò ê àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàì,
ýêâèâàëåíòíûì ñâîéñòâó a), èìåííî: ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
s 7→ ms èç S â R (êîòîðîå ôàêòè÷åñêè ïîñòîÿííî íà êàæäîì
ñëîå ðàññëîåíèÿ) è ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ s 7→ cs èç S â
E , s 7→ Is èç S â Lsim(d) ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, óïî-
ìÿíóòûìè â ëåììå 1 è âåäóùèìè ê óïîìÿíóòîìó âûðàæåíèþ
äëÿ J(s)(X,Y ). Ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè è ýêâèâàðèàíòíîñòè
âûâîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ J(g.s)(Ad g.X,Ad g.Y ) = J(s)(X, Y ),
ïðåîáðàçóþùåãî X è Y â t èëè cs.

Ëåììà 2. Åñëè îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî S ñâÿçíî è âûïîë-
íÿåòñÿ ñâîéñòâî a), òî ñâîéñòâî b) ýêâèâàëåíòíî âûñêàçûâà-
íèþ:

ms ïîñòîÿííî íà ïðîñòðàíñòâå S è d c(v) = 0, åñëè
âåêòîð v ∈ TS ãîðèçîíòàëåí.

(2.17)

2Èç ðåçóëüòàòà, äîêàçàííîãî â [1], ñëåäóåò, ÷òî åñëè ε � äó-
àëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî ε2 = 0, ðàññìîòðåííîå êàê R-ëèíåéíûé
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îïåðàòîð â d, ïðåîáðàçóþùèé êàæäîå âåêòîðíîå ïîëå â d â ïî-
ñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå íà t:

εI(s)(U) = ms U ∀U ∈ t, − (2.18)

è â îáùåì ñëó÷àå, åñëè u ∈ E � çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ U â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå E :

∀a ∈ E : I(s)(U)(a) = ms u×−→csa. (2.19)

Óñëîâèå b) îçíà÷àåò, ÷òî∇I(s)(U) = 0. Ýòî ýêâèâàëåíòíî âûñêà-
çûâàíèþ î òîì, ÷òî äëÿ âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v ∈ TS
âåëè÷èíà dI(v)(U) îáðàùàåòñÿ â íóëü d, èëè ÷òî ïðîèçâîäíûå
ëåâûõ ÷àñòåé ñîîòíîøåíèé (2.18) è (2.19) îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.18) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ s 7→ ms äèô-
ôåðåíöèðóåìà. Îäíàêî èç ñâîéñòâà b) è èç (2.18) ñëåäóåò, ÷òî
dm(v) = 0 äëÿ âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v. Òàê êàê âå-
ëè÷èíà ms ïîñòîÿííà íà ñëîÿõ, òî dm(v) = 0 äëÿ âñåõ âåðòè-
êàëüíûõ âåêòîðîâ v. Ïîýòîìó dm(v) = 0 äëÿ âñåõ v ∈ TS. Ñëå-
äîâàòåëüíî, âåëè÷èíà m ïîñòîÿííà íà ñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè S.
Òàê êàê J(s)(U,U) = mu2 è J(s) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà d , òî m > 0.

Òåïåðü èç b) è ñîîòíîøåíèÿ (2.19) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå
s 7→ cs äèôôåðåíöèðóåìî è ÷òî

d
(
I(v)(U)(a)

)
= md

(
u×−→csa

)
= −mu× d c(v) = 0

äëÿ âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v ∈ TsS è äëÿ âñåõ u. Îêîí-
÷àòåëüíî

d c(v) = 0

äëÿ âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v ∈ TsS. È íàîáîðîò, åñëè
âåëè÷èíà ms ïîñòîÿííà íà S è åñëè ïðåäûäóùåå ñâîéñòâî âû-
ïîëíåíî, òî óñëîâèå b) òàêæå âûïîëíåíî.
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Òåîðåìà 2.3 Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî S ñâÿçíî è ïóñòü D �
îáû÷íàÿ åâêëèäîâà ãðóïïà. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.6) îñòàþòñÿ òåìè æå
ñàìûìè âî âñåõ ãàëèëååâñêèõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, òàêîâû:

1. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî m > 0 è äèôôåðåíöèðóåìûå ýêâèâàðè-
àíòíûå îòîáðàæåíèÿ s 7→ cs èç S â E è s 7→ Is èç S â
L(E), òàêèå ÷òî äëÿ s ∈ S, X è Y ∈ d:

Is � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ âñåõ s,

J(s)(X, Y ) = mX(cs) · Y (cs) + Is(ωX) · ωY .

2. Äëÿ âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v ∈ TS èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå d c(v) = 0.

3. Äëÿ âñåõ s ∈ S âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå K(s) ⊂ cs, ãäå
cs � ïîäàëãåáðà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé X ∈ d, òàêèõ ÷òî
X(cs) = 0.

Ñâîéñòâî 1 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ¾çàìîðîæåííûõ ñèñòåì¿ èíåðò-
íûå ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ êàê äëÿ òâåðäîãî òåëà; ñâîéñòâî 2
îçíà÷àåò, ÷òî êîãäà èãðàþò ðîëü äåôîðìàöèè, öåíòð ìàññ ñè-
ñòåìû îñòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì âäîëü ãîðèçîíòàëüíûõ êðèâûõ
äèíàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè.

2Ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè: åñëè âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ a), b) è c), òî ñâîéñòâà 1 è 2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëåäñòâèÿ
ëåììû 1. Èç ñâîéñòâà 1 ñëåäóåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà d, îðòîãîíàëüíîå t îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû J(s),
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäïðîñòðàíñòâî cs, òàê ÷òî ñâîéñòâî 3 ýê-
âèâàëåíòíî óñëîâèþ c). Îáðàòíîå î÷åâèäíî.
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3. Èñêëþ÷åíèå ãðàâèòàöèè â äèíàìèêå. Êëàññè÷åñêàÿ
òåîðèÿ èñêëþ÷åíèÿ ãðàâèòàöèè â ¾ñâîáîäíî ïàäàþùåé¿ ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà îáû÷íî èçëàãàåòñÿ äëÿ ÷àñòèö. Â ýòîì ðàçäåëå ýòà
òåîðèÿ îáúÿñíÿåòñÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðèè ãëàâíûõ
ðàññëîåíèé. Áîëåå òîãî, âî ãëàâó óãëà ñòàâèòñÿ ïðèìå÷àòåëü-
íàÿ ñâÿçü � ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå êàê ýòî áûëî
äîêàçàíî â ðàçä. 2, íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ ãàëèëååâñêîé
èíâàðèàíòíîñòè çàêîíîâ äèíàìèêè, îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûìè
äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ãðàâèòàöèè â ¾ñâîáîäíî ïàäàþùèõ¿ ñèñòåìàõ
îòñ÷åòà.

Çàìå÷àíèå. Êîíå÷íî, ïîìèìî óïîìÿíóòûõ âàæíåéøèõ
ñâîéñòâ, ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ òîé ðîëüþ, êîòîðóþ èãðàåò
ðàâåíñòâî èíåðòíîé è ãðàâèòàöèîííîé ìàññ, à òàêæå ñîâïàäåíèå
èíåðòíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî öåíòðîâ ìàññ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ãðàâèòàöèîííîå ïî-
ëå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ïîñòîÿííîå ïî íàïðàâëåíèþ è
âåëè÷èíå, îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ¾ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíî-
ñòè¿, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îñíîâó äëÿ ýéíøòåéíîâñêîé òåî-
ðèè ãðàâèòàöèè. Òàêæå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðûõ êîí-
êðåòíûõ ïðîáëåìàõ äèíàìèêè ñïóòíèêîâ â öåíòðàëüíîì íüþòî-
íîâñêîì ïîëå ñèë òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íå áûëî áû êîððåêòíûì,
à ïîñåìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü äîñòàòî÷íî àêêóðàòíî äåéñòâèå ãðà-
âèòàöèè, áûëî áû íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ãðàäèåíò
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.1).

Â ýòîì ðàçäåëå D ïî-ïðåæíåìó áóäåò åâêëèäîâîé ãðóïïîé
äâèæåíèé â ðàçìåðíîñòè 3, d è d∗ îòîæäåñòâëåíû ñ ïîìîùüþ
ôîðìû Êëåéíà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ïîäâåðæåííóþ äåéñòâèþ
ãðàâèòàöèè è âíåøíèõ ñèë èíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, îïèñàííûõ
êàê F. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàâèòàöèÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà
(âíåøíåé) ñèëîé mgG(cs,χ) ∈ cs, ïðèëîæåííîé ê ¾öåíòðó òÿ-
æåñòè¿, ãäå m � ãðàâèòàöèîííàÿ ìàññà, g � óñêîðåíèå ñèëû
òÿæåñòè, χ � ôèêñèðîâàííûé è íîðìàëèçîâàííûé ýëåìåíò t,
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îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå äåéñòâèÿ ãðàâèòàöèè, cs � ïîäàë-
ãåáðà Ëè àëãåáðû d, ñâÿçàííàÿ ñ ïîâîðîòàìè âîêðóã öåíòðà
òÿæåñòè. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ èç ïðèëîæåíèÿ, ìîæíî îïè-
ñàòü ¾òîðñîð¿ G(cs,χ) êàê ïîëå ìîìåíòîâ, òàêèõ ÷òî X(cs) = 0
è ω

X
= χ. Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.4 Äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû òàêîé, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî S ñâÿçíî, è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì èíâàðèàíò-
íîñòè òåîðåìû 2.2 (èëè ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿì òåîðåìû
2.3) è ïðåáûâàþùåé ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèè, îïðåäåëåííîé,
êàê è âûøå, ñ ïîìîùüþ χ è g, â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà R′, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ãàëèëååâñêîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà ñîîáðàçíî t 7→ M(t) = exp(z(t)χ) ñ z̈(t) = g, äèíàìè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ïðåæíèìè, åñëè ñèñòåìà îò-
ñ÷åòà R′ áûëà áû ãàëèëååâñêîé è íå áûëî áû ãðàâèòàöèè.

2Ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ãàëèëååâñêîé ñèñòåìå îòñ÷å-
òà R óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.6) çàïèñûâàþòñÿ êàê
Jdef

(∇X
ẋ

dt
, ·
)
−∇xK(s)(.)(V) + J(s) (V,Ω

Γ
(ẋ, ·)) = Q,

I(s)(V̇) + [V, I(s)(V)] +∇xI(s)(ẋ)(V)=F+mgG(cs,χ),

(3.1)

ãäå d è d∗ îòîæäåñòâëåíû è ad ∗V ñòàíîâèòñÿ adV. Êàê è â íà-
÷àëå ðàçä. 2, ðàññìîòðèì èíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà R′, äâèæåíèå
êîòîðîé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäåò çàâèñÿùèì îò âðåìåíè
ïîñòóïàòåëüíûì ïåðåìåùåíèåì ïî îòíîøåíèþ ê R, îïðåäåëÿå-
ìûì êàê M(t) = exp

(
z(t)χ

)
, ãäå χ ∈ t. Ïîëîæåíèÿ s è σ ñèñòå-

ìû ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìàì îòñ÷¼òà R è R′ âíîâü ñâÿçàíû ñî-
îòíîøåíèåì s = M.σ, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî π(s) = π(σ) = x.
Òîãäà â (2.8) ìû äîëæíû ïðèíÿòü ϑr(Ṁ) = żχ, à â (3.1) �

V=żχ+AdM.W, V̇=z̈χ+ ż[χ,AdM.W]+AdM.Ẇ, W=ω(σ̇).
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Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî èç ñâîéñòâ òåîðåìû 2.2 âûòåêàåò,
÷òî äëÿ δx ∈ TxX

∇xK(s)(δx)(V) = ∇xK(σ)(δx)(W),

J(s)
(
V,Ω

Γ
(ẋ, δx)

)
= J(σ)

(
W,Ω

Γ
(ẋ, δx)

)
,

∇xI(s)(δx)(V) = AdM.∇xI(σ)(δx)(W).

(3.2)

Èç ôîðìóëû (2.11) è ðàâåíñòâà AdM−1.χ = χ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
äëÿ ôèêñèðîâàííûõ M è W

∇xK(s)(δx)(V)=∇xK(σ)(δx)(AdM−1.V) =

= ∇xK(σ)(δx)(W + żχ)=

=
⟨
∇x

(
K(σ)(W) + żJ(σ)(χ,W) +

1

2
ż2J(σ)(χ, χ)

)
, δx

⟩
.

Òîãäà ïåðâîå ñâîéñòâî (3.2) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2 b). Òàê
êàê Ω

Γ
(s, ẋ, δx) = AdM.Ω

Γ
(σ, ẋ, δx) è AdM.χ = χ, òî

J(s)
(
V,Ω

Γ
(s, ẋ, δx)

)
=

= J(s)
(
AdM.W,AdM.Ω

Γ
(σ, ẋ, δx))

)
+

+J(s)
(
żχ,AdM.Ω

Γ
(σ, ẋ, δx))

)
=

= J(σ)
(
W,Ω

Γ
(σ, ẋ, δx)

)
+ ż J(σ)

(
χ,Ω

Γ
(σ, ẋ, δx))

)
.

Âòîðîå ñâîéñòâî (3.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäñòâèå èç χ ∈ t,
Ω

Γ
(σ, ẋ, δx) ∈ K(σ) è c). Ïîñëåäíåå èç ñâîéñòâ (3.2) � ñëåä-

ñòâèå (2.12) è b) (ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå òåîðåìû 2.2). Òàê êàê
Jdef è Q çàâèñÿò ëèøü îò (x, ẋ), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà
ôóíêöèè t 7→ z(t) ïåðâîå óðàâíåíèå (3.1) ýêâèâàëåíòíî óðàâíå-
íèþ

Jdef

(∇X
ẋ

dt
, ·
)
−∇xK(σ)(W) + J(σ) (W,Ω

Γ
(ẋ, ·)) = Q. (3.3)
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Íåêîòîðûå íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ èëè ïðèëîæåíèå (2.15)
ñ ïîñòîÿííûì U′ = χ äàþò

I(s)(V̇) + [V, I(s)(V)] +∇xI(s)(ẋ)(V) =

= AdM.
{
I(σ)(Ẇ) + [W, I(σ)(W)] +∇xI(σ)(ẋ)(W)

}
+

+AdM.
{
żC(σ)(χ,W) + ż2[χ, I(σ)(χ)]

}
+ z̈ mG(cs,χ) =

= AdM.
{
I(σ)(Ẇ)+[W, I(σ)(W)]+∇xI(σ)(ẋ)(W)

}
+z̈ mG(cs,χ),

òàê êàê, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó â [1, ðàçä.7], èç ñâîéñòâà a) òåî-
ðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî

C(σ)(χ,W) = 0, [χ, I(σ)(χ)] = 0, I(s)(χ) = mG(cs,χ).

(íà ýòîì øàãå m, cs � èíåðòíàÿ ìàññà è öåíòð ìàññ, âûâåäåí-
íûå èç ñâîéñòâà a), ñì. òàêæå ëåììó 1). Òåïåðü, åñëè ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, èíåðòíàÿ è ãðàâèòàöèîííàÿ ìàññû,
à ñ äðóãîé ñòîðîíû � öåíòð ìàññ è öåíòð òÿæåñòè ñîâïàäàþò, òî
âòîðîå óðàâíåíèå (3.1) çàïèøåòñÿ êàê

AdM.
{
I(σ)(Ẇ)+[W, I(σ)(W)]+∇qI(σ)(q̇)(W)

}
+z̈ mG(cs,χ) =

= F+mgG(cs,χ).

Åñëè ìû çàäàäèì äâèæåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà R′ êàê z̈(t) = g, òî
âòîðîå óðàâíåíèå (3.1) áóäåò ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèþ

I(σ)(Ẇ) + [W, I(σ)(W)] +∇xI(σ)(ẋ)(W) = Φ, (3.4)

ãäå ñîãëàñíî îáúåêòèâíîñòè ñèë Φ = AdM−1.F � âíåøíÿÿ ñè-
ëà, çà èñêëþ÷åíèåì ãðàâèòàöèè, êàê îíà íàáëþäàåìà â ñèñòåìå
îòñ÷åòà R′. Òåïåðü óðàâíåíèÿ (3.3) è (3.4) � òå ñàìûå óðàâ-
íåíèÿ, êîòîðûå áûëè áû ïîëó÷åíû èç ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà ñ
ïîìîùüþ ñèñòåìû îòñ÷åòà R′, åñëè áû îíà áûëà ãàëèëååâñêàÿ.
Òåîðåìà 3.4 äîêàçàíà.
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4. Ïðèìåðû. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ îáùèõ òåîðåì 2.2
è 3.4 áûëè âûïîëíåíû â çàäà÷àõ î äâèæåíèè êîíêðåòíûõ ìåõà-
íè÷åñêèõ ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ â [2] è [3] (ñèñòåìû îáû÷íûõ
òâåðäûõ òåë èëè àôôèííî-äåôîðìèðóåìîãî òåëà). ×òîáû îáëåã-
÷èòü ÷òåíèå, âûïèøåì â ïðèëîæåíèè ê ýòîé ñòàòüå êîíêðåòíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð Ëè, èãðàþùèõ ðîëü â ýòèõ ïðèìåðàõ.

Ñèñòåìà òâåðäûõ òåë. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òâåðäûõ òåë,
ñòåñíåííûõ ëèøü âíóòðåííèìè ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè � ñì.
ðàçä.2.2, ïðèìåð 3 è ïðèëîæåíèå â ðàáîòå [3]. Ïóñòü B � êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî, ¾ñïèñîê¿ òåë, îáðàçóþùèõ ñèñòåìó. Ñîãëàñ-
íî ñâîéñòâàì i), ii), iii), ðàçä. 1, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàí-
ñòâî êàæäîãî òåëà a ∈ B � ýòî ãëàâíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàí-
ñòâî Sa ãðóïïû D, è èíåðòíûå ñâîéñòâà òåëà îïðåäåëåíû êàê
Ha : TSa → TSa èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, îïåðàòîðàìè Ha(sa) ∈
L(d).

Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû â öåëîì ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîäìíîãîîáðàçèå S ïðîèçâåäåíèÿ

∏
a∈B Sa, èíâà-

ðèàíòíîãî ïîä äåéñòâèåì D . Ýëåìåíò s èç S (ñîîòâåòñòâåí-
íî v èç TsS) � ýòî ñåìåéñòâî s = (sa | a ∈ B ) (ñîîòâåòñòâåí-
íî, v = (va | a ∈ B , va ∈ TsaSa)), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì, íàëîæåííûì âíóòðåííèìè ñâÿçÿìè. Çàìåòèì, ÷òî Θa �
ýòî d-çíà÷íàÿ 1-ôîðìà íà S, òàêàÿ ÷òî Θa(v) = ϑ(va), ãäå
ϑ � êàíîíè÷åñêàÿ d-çíà÷íàÿ 1-ôîðìà íà Sa (ñì. [1]). Ââîäÿ îáîá-

ùåííûé ñìåøàííûé òåíçîð èíåðöèè
◦
H(s) =

∑
a∈BHa(sa) çàìî-

ðîæåííîé ñèñòåìû â ïîëîæåíèè s, èìååì

J (v,w) =
∑
a∈B

[Ha(sa)(Θa(v)) | Θa(w)],

ϖ(v) =
◦
H(s)−1

(∑
a∈B

Ha(sa)(Θa(v))
)
, (4.1)

J(s)(X,Y ) = [
◦
H(s)(X) | Y ],
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ãäå
v, w ∈ TS, o(v) = o(w), X, Y ∈ d.

Ñâîéñòâî a) òåîðåìû 2.2 èìååò âèä

∀ s ∈ S, ∀U ∈ t, ∀X ∈ d : [U,
◦
Hs(X)]+[X,

◦
Hs(U)]+

◦
Hs([U,X]) = 0.

Îíî âûïîëíåíî, òàê êàê äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà Ha(sa) âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (1.2), ââåäåííûå â ðàçä. 1.

Îòîæäåñòâèì àëãåáðó Ëè d ñ àëãåáðîé Ëè êîñîñèììåòðè÷å-
ñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà E . Äëÿ U ∈ t è X ∈ d, òàê êàê X �
àôôèííîå îòîáðàæåíèå, òî

J(s)(U,X) =
∑
a∈B

mau ·X(csa) = u ·
∑
a∈B

maX(csa) = mu ·X(cs),

(4.2)
ãäå u � çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ U âî âñåõ òî÷êàõ èç E . csa
è cs ∈ E � öåíòðû ìàññ òåëà a è ñèñòåìû â êîíôèãóðàöèè s =
(sa) ∈ S. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ v ∈ TS:

mdcs(v) =
∑
a∈B

maVa(csa) Va = Θa(v), m =
∑
a∈B

ma,

ãäå ma � ìàññà òåëà a. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (4.1), óñëîâèå,
îçíà÷àþùåå, ÷òî âåêòîð v ãîðèçîíòàëåí, ïðèíèìàåò âèä∑

a∈B

Ha(sa)(Va) = 0.

Ñîîòíîøåíèå, âêëþ÷àþùåå ëèíåéíûé è óãëîâîé ìîìåíòû, â ðàç-
âåðíóòîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ êàê

∑
a∈B

 −mac̃sa ma1

Isa, mac̃sa

×

 ωa

Va(o)

 =

 0

0

 ,
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ãäå csa = −→ocsa è c̃sa � îïåðàòîð ¾âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ csa¿.
Âûäåëÿÿ ÷àñòü, äàþùóþ ëèíåéíûé ìîìåíò, âûâîäèì, ÷òî∑

a∈B

maVa(csa) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãî v âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
dcs(v) = 0 è ñ ó÷åòîì (4.2) âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî b).

Êðèâèçíà Ξ äëÿ ϖ âû÷èñëåíà â ïóáëèêàöèè [3]: äëÿ v, w ∈
TS, o(v) = o(w) = s

Ξ(v,w) =
◦
H(s)−1

(∑
a∈B

δHa(sa)
(
Θa(v)−ϖ(v),Θa(w)−ϖ(w)

))
.

Âûðàæåíèå

δHa(sa)(X,Y ) = [Ha(sa)(X), Y ]+[X,Ha(sa)(Y )]−Ha(sa)
(
[X, Y ])−

ýòî ¾äèôôåðåíöèàë¿ Ha(sa) ∈ L(d) (êî-ãðàíèöà â êîãîìîëîãèè
àëãåáð Ëè). Äëÿ êëàññè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë âñå îòîáðàæåíèÿ

δHa(sa) ïðèíèìàþò ñâîè çíà÷åíèÿ â t, ãäå
◦
H(s)−1 � èçîìîðôèçì

t íà z−s (àëãåáðà Ëè ãðóïïû ïîâîðîòîâ âîêðóã öåíòðà ìàññ ñè-
ñòåìû), ïîýòîìó Ξ(v,w) ∈ z−s . Ôîðìóëà (4.2) ïîêàçûâàåò, ÷òî
J(s)

(
U,Ξ(v,w)

)
= 0 äëÿ U ∈ t è óñëîâèå c) âûïîëíåíî.

Àôôèííî-äåôîðìèðóåìûå òåëà. Âîñïîëüçóåìñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííûì ïîäõîäîì ê äèíàìèêå àôôèííî-äåôîðìèðóåìîãî
òåëà â åâêëèäîâîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå E , ïðåäñòàâëåííûì
â ïóáëèêàöèè [2], â ÷àñòíîñòè â ðàçä.5.3. Â îáîçíà÷åíèÿõ íà-
ñòîÿùåé ñòàòüè ôîðìóëà (40) èç [2] äëÿ X è Y ∈ d ïðèìåò
âèä

J(s)(X,Y ) = mX(cs) · Y (cs) + Js(ΩX ,ΩY ), (4.3)

ãäå cs � öåíòð ìàññ òåëà â êîíôèãóðàöèè s. ΩX è ΩY êîñîñèì-
ìåòðè÷íû è

Js(ΩX ,ΩY ) =

∫
ΩX

(−→csx) · ΩY

(−→csx) dµs(x).
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Ñâîéñòâà a), b), c) òåîðåìû 2.2 ìîãóò áûòü âûâåäåíû íåïîñðåä-
ñòâåííî. Íà ñàìîì äåëå, ñâîéñòâî a) èìååò âèä

∀ s ∈ S, ∀U ∈ t, ∀X ∈ d : [U,
◦
Hs(X)]+[X,

◦
Hs(U)]+

◦
Hs([U,X]) = 0,

ãäå
◦
Hs ∈ L(d) � îïåðàòîð èíåðöèè, àññîöèèðîâàííûé ñ çàìîðî-

æåííûì òåëîì. Èíûìè ñëîâàìè, ýòî òâåðäîå òåëî, êîíôèãóðà-
öèè êîòîðîãî ñîñðåäîòî÷åíû íà ñëîå èç s. Ïîýòîìó óñëîâèå a)
âûïîëíåíî, êàê è â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà.

Â ðàáîòå [9] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæå-
íèÿ s 7→ cs èç S â E èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî dcs(v) = 0 äëÿ ãîðè-
çîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v ∈ TsS. Ñîãëàñíî (4.3) äëÿ ïîñòîÿííîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ U ∈ t, ðàâíîãî u â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà E : J(s)(U,X) = mu · X(cs). Òîãäà ∇J(s)(X,U) = 0 äëÿ
U ∈ t. Ïîýòîìó ñâîéñòâî b) âûïîëíåíî.

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî Ïðåäëîæåíèå 4-2, ñîãëàñíî êîòîðîìó
ôîðìà êðèâèçíû Ξ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ Ξ(v,w) ∈ z−s ,
àëãåáðà Ëè êîñîñèììåòðè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà E îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü â öåíòðå ìàññ cs. Òàê êàê ΩU = 0 äëÿ U ∈ t è
Ξ(v,w)(cs) = 0, òî èç ôîðìóëû (4.3) ñëåäóåò ñâîéñòâî c):

J(s)
(
U,Ξ(v,w)

)
= 0 v, w ∈ TsS.

5. Ïðèëîæåíèå. Ïóñòü E è E � åâêëèäîâî àôôèííîå ïðî-
ñòðàíñòâî è àññîöèèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü
Ga(E) è D � àôôèííàÿ ãðóïïà è ãðóïïà äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà
E , g è d � èõ àëãåáðû Ëè. Ñîãëàñíî îáùåìó ðåçóëüòàòó (ñì. [11,
ãëàâà I.4] èëè [12, ãëàâà V.2]) àëãåáðà Ëè g (ñîîòâåòñòâåííî
d) èçîìîðôíà è áóäåò îòîæäåñòâëåíà ñ àëãåáðîé Ëè àôôèííûõ
(ñîîòâåòñòâåííî êîñîñèììåòðè÷íûõ) âåêòîðíûõ ïîëåé íà E . Òî-
ãäà, åñëè X, Y, Z : E → E îáîçíà÷àþò âåêòîðíûå ïîëÿ íà E ,
òî g è d, à òàêæå íåêîòîðûå ïðèìå÷àòåëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
îïðåäåëåíû êàê
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• X ∈ g ⇐⇒ ñóùåñòâóåò Ω
X
∈ L(E), òàêàÿ ÷òîX(p) = X(q)+

Ω
X
(−→pq) (p, q ∈ E).

• Ñêîáêà Ëè Z = [X, Y ] îïðåäåëåíà êàê Z(p) = Ω
X
(Y (p))−

Ω
Y
(X(p)) äëÿ p ∈ E .

• àëãåáðà Ëè d = {X ∈ g | Ω
X
êîñîñèììåòðè÷íà} (ïîäàëãåá-

ðà Ëè â g).

• t = {X ∈ g | Ω
X
= 0}, ìíîæåñòâî ïîñòîÿííûõ âåêòîðíûõ

ïîëåé íà E (èäåàë g è d).

• za = {X ∈ g | X(a) = 0} (a ôèêñèðîâàí â E).

t (⊂ d) � àëãåáðà Ëè ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ïðîñòðàí-
ñòâà E (íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, âêëþ÷åííàÿ â D), za � àëãåáðà
Ëè ïîäãðóïïû â Ga(E) ýëåìåíòîâ, îñòàâëÿþùèõ òî÷êó a èíâà-
ðèàíòíîé, è z−a = za∩d � àëãåáðà Ëè ãðóïïû ïîâîðîòîâ âîêðóã a.
Òîãäà g = t⊕ za, d = t⊕ z−a .

Åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà E ðàâíà òðåì (è ïðîñòðàí-
ñòâî E îðèåíòèðóåìî), òî êîñîñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû îïèñà-
íû ñ ïîìîùüþ âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé è X ∈ d òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ω

X
∈ E, òàêàÿ ÷òî

X(p) = X(q) + ω
X
×−→pq (p, q ∈ E).

Òîãäà íåâûðîæäåííîå âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå, ôîðìà Êëåéíà,
îïðåäåëåíà íà d êàê

[X | Y ] = ω
X
·Y (a)+ω

Y
·X(a) (çíà÷åíèå, íå çàâèñÿùåå îò a ∈ E).

Â îáùåé ìåõàíèêå ýëåìåíòû d îïèñûâàþò ïîëÿ ñêîðîñòåé â äâè-
æåíèÿõ êàê òâåðäîãî öåëîãî (¾êèíåìàòè÷åñêèå ìîòîðû¿ â òåî-
ðèè âèíòîâ) è ýëåìåíòû d∗ îïèñûâàþò òîðñîðû (¾äèíàìè÷åñêèå
âèíòû¿). Â ðàçìåðíîñòè òðè d è d∗ ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû
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ñ ïîìîùüþ ôîðìû Êëåéíà, è òîãäà âåêòîðíîå ïîëå M, ñîîò-
âåòñòâóþùåå äèíàìè÷åñêîìó âèíòó T ∈ d∗ (⟨T, V ⟩ = [M | V ]
äëÿ âñåõ V ∈ d) � ýòî ïîëå ìîìåíòîâ äèíàìè÷åñêîãî âèíòà T .
Åñëè M ∈ t, òî äèíàìè÷åñêèé âèíò ñâîäèòñÿ ê ìîìåíòó ñèë, à
åñëè M ∈ za, òî îí ðàâåí ñèëå, äåéñòâóþùåé âäîëü ïðÿìîé,
çàäàâàåìîé a.

Ýëåìåíò Ga(E) (ñîîòâåòñòâåííî D ) � ýòî îòîáðàæåíèå g : E →
E , òàêîå ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ëèíåéíîé ãðóïïû GL(E) (ñî-
îòâåòñòâåííî ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû SO(E)), óäî-
âëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ g(p) = g(q) + g(−→pq). Òîãäà Ad g.X
� âåêòîðíîå ïîëå g ◦X ◦ g−1 : p 7→ gX

(
g−1(p)

)
.
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