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ÇÐÅÍÈß

Ä.Ï. Øåâàëëüå∗

Óðàâíåíèÿ Ïóàíêàðå - ×åòàåâà â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé àíà-
ëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè áûëè ïðåäëîæåíû Í.Ã.×åòàåâûì [1] è
Â.Â.Ðóìÿíöåâûì [2�4]. Â ïðåäûäóùèõ ïóáëèêàöèÿõ àâòîðà [5]
è [6] áûëà èçëîæåíà äèíàìèêà ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ïóàí-
êàðå - ×åòàåâó, â òîì ÷èñëå, ñóùåñòâîâàíèå äåéñòâèÿ ãðóïïû
Ëè íà êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå S è èñïîëüçîâàíèå êâà-
çèêîîðäèíàò íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TS.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè ïðèíè-
ìàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, çà îñíîâó áåð¼òñÿ ãëàâ-
íûé ðàññëîåííûé ïó÷îê (S,X, π,G), îñíàù¼ííûé ¾äèíàìè÷åñêîé
ñâÿçíîñòüþ¿. Â ýòîì êîíòåêñòå åñòåñòâåííàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ òàêîâà (ñì. [6], ðàçä. 1): ìíîãîîáðàçèå S ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ìåõàíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû, ãðóïïà Ëè G îïèñûâàåò ¾ïðàâûå¿ ïåðåìåùå-
íèÿ ñèñòåìû, ìíîãîîáðàçèå X ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾ïðîñòðàí-
ñòâî ôîðì¿, à îòîáðàæåíèå π àññîöèèðóåò íåêîòîðóþ ôîðìó
ñ êàæäîé êîíôèãóðàöèåé. Ìîæíî âûáðàòü ñâÿçíîñòü, îáëàäà-
þùóþ ìåõàíè÷åñêèì ñìûñëîì (ñì. [6], ðàçä. 3, òåîðåìà 3.1).

Îñíîâíàÿ öåëü ýòèõ ðàáîò ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè êàð-
òèíû äèíàìèêè, îñíîâàííîì íà ðàñùåïëåíèè âåëè÷èí íà äâå
ãåîìåòðè÷åñêè çíà÷èìûå ñîñòàâëÿþùèå: íà èõ ¾âåðòèêàëü-
íóþ ÷àñòü¿, ñâÿçàííóþ ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G è äâèæåíèÿìè
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ñèñòåìû, êàê òâ¼ðäîãî öåëîãî, è èõ ¾ãîðèçîíòàëüíóþ ÷àñòü¿,
ñâÿçàííóþ ñ ïðîåêöèåé íà X è äåôîðìàöèåé ñèñòåìû.

Òðàíçèòèâíûå äåéñòâèÿ ãðóïïû ðàññìîòðåíû â [5], à íåòðàí-
çèòèâíûå äåéñòâèÿ � â [6]. Îáå ïóáëèêàöèè, ãëàâíûì îáðàçîì,
áûëè ïîñâÿùåíû ëàãðàíæåâîìó ïîäõîäó ê îïèñàíèþ äâèæå-
íèÿ, òî åñòü äèíàìèêè äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ è íåêîíñåðâàòèâ-
íûõ ñèñòåì, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ¾äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿
ïåðâîãî ïîðÿäêà íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TS ïðîñòðàí-
ñòâà S, ïîëó÷åííûå èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà íà TS.

Â íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè ìû îáðàùàåìñÿ ê ãàìèëüòîíîâó
ïîäõîäó äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êàê ¾äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
íà êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå T ∗S ïðîñòðàíñòâà S.

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ êàñàòåëüíûõ è êîêàñàòåëü-
íûõ ïðîñòðàíñòâ ìíîãîîáðàçèé íå òàê óæ ïðîñòà (ñì. [7],
ãëàâû IX è X, âêëþ÷àÿ ïðèëîæåíèÿ ê ìåõàíèêå îðèãèíàëüíûõ
ðàáîò Ô.Êëåéíà, öèòèðóåìûõ â [7]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íàèáîëåå òðóäíàÿ
ñèòóàöèÿ, êîãäà íóæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ñòðóêòóðó ðàñ-
ñëîåííîãî ïó÷êà è ðàñùåïëåíèå êàñàòåëüíîãî èëè êîêàñàòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà íà ãîðèçîíòàëüíîå è âåðòèêàëüíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà â ñîîòâåòñòâèè ñ äèíàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ.

Ïóáëèêàöèÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 1
ýëåìåíòàðíûì îáðàçîì, áåç ññûëîê íà ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóê-
òóðó êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà T ∗S, óêàçûâàþòñÿ ñâÿçè
ñ [6].

Â ðàçäåëå 2 ìû âûäâèãàåì íà ïåðâûé ïëàí åñòåñòâåííûå
èçîìîðôèçìû ïðîñòðàíñòâ TS è T ∗S, ñî÷åòàÿ èõ ñ òåìè
ðàìêàìè ãëàâíûõ ñâÿçíîñòåé, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû
â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ.

Â ðàçäåëå 3, âûäâèãàÿ íà ïåðâûé ïëàí çàìå÷àòåëüíûå âûðà-
æåíèÿ (3.1) è (3.2) ëèóâèëëåâîé 1-ôîðìû è ñèìïëåêòè÷åñêîé
ôîðìû Äàðáó íà êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå ãëàâíîãî ðàññëî-
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åíèÿ, îñíàùåííîãî ãëàâíîé ñâÿçíîñòüþ, ìû âûâîäèì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíîâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé
è, íàêîíåö, ñïåöèàëüíûé âèä óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé íàøèì ðàìêàì � ñì. (3.17).

Â ðàçäåëå 4 ìû ïîêàçûâàåì, êàê óïîìÿíóòûå óðàâíåíèÿ ìî-
ãóò áûòü âûâåäåíû èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, îïèðàþùåãîñÿ
íà ¾èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò Ïóàíêàðå-Êàðòàíà¿. Òàêîé âû-
âîä óðàâíåíèé ñàì ïî ñåáå íå ÿâëÿåòñÿ óäèâèòåëüíûì, îäíàêî
ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îí îñóùåñòâëÿåòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî è íå òðåáóåò a priori òåõ îãðàíè÷åíèé âàðèàöèé,
êîòîðûå áûëè íåîáõîäèìû äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé Ýéëåðà â [6].

1. Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà. Òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà ãàìèëü-
òîíîâîé äèíàìèêè, îïèðàþùàÿñÿ íà ñèìïëåêòè÷åñêèå ñòðóêòó-
ðû, èçëîæåíà â ðàáîòàõ Ï.Ëèáåðìàíí è Ø.-Ì.Ìàðëÿ [8] è Æ.-
Ì. Ñóðèî [9]. Â ðàçäåëå 3.1 íàìè áóäóò èçó÷åíû ñèìïëåêòè-
÷åñêàÿ è ïóàññîíîâà ñòðóêòóðû íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè,
îñíàùåííîì ãëàâíîé ñâÿçíîñòüþ. Íàêîíåö, ëèøü â ðàçäåëàõ 3
è 4 ìû ñòîëêí¼ìñÿ ñ ãàìèëüòîíîâîé ôîðìîé äèíàìèêè íà ãëàâ-
íûõ ðàññëîåíèÿõ â îáùåì êîíòåêñòå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåò-
ðèè.

Íà÷èíàÿ îòñþäà ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè èç [6].
Â ýòîì ðàçäåëå ìû îñóùåñòâèì íåïîñðåäñòâåííûé è ýëåìåí-
òàðíûé âûâîä óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ,
èçëîæåííûõ â [6], ðàçäåë 2.4, ñîîòíîøåíèÿ (2.21) èëè (2.22), â
êîíñåðâàòèâíîì ñëó÷àå ïðèîáðåòàþùèõ âèä:

d

dt
∂q̇L−∇qL+ ∂

V
L ◦ Ad g.Ωr(q̇, .) = 0,

d

dt
∂

V
L−£GL = 0.

(1.1)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îïðåäåëåíà íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TS.
Çäåñü ìû ññûëàåìñÿ íà ëîêàëüíóþ òðèâèàëèçàöèþ ðàññëîåíèÿ,
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îïèñàííóþ â [6], ðàçäåë 1.2, òàê ÷òî q = (q1, . . . , qd) ∈ Q, ãäå Q
� îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â E = Rd, à L ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
ôóíêöèÿ îò (s, q̇,V), ãäå s = g.r(q) = φ(q, g), èëè êàê ôóíêöèÿ
îò (q, g, q̇,V) ∈ Q×E×G×g è, áûòü ìîæåò, îò âðåìåíè t. Ôîðìà
ñâÿçíîñòè äèíàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè è å¼ êðèâèçíà îáîçíà÷åíû ω
è Ω, ωr è Ωr � ïîäíÿòèÿ ýòèõ ôîðì ñ ïîìîùüþ q 7→ r(q), ò.å.
ïîäíÿòèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà îáëàñòèQ ñ êîîðäèíàòà-
ìè q íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â X. Âåëè÷èíà ∂rgL îáîçíà÷àåò
÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî g â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ãðóïï Ëè,
âåëè÷èíà ∇qL � ÷àñòíàÿ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñâÿçíî-
ñòè, òàêàÿ, ÷òî ∇qL(·)(δq) = ∂qL(·)(δq)− ∂rgL(·) ◦ Ad g.ωr(q, δq).

Ïîëîæèì
p = ∂q̇L, P = ∂

V
L (1.2)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà (s, q̇,V) 7→
(s, p,P) ðåãóëÿðíî è îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ H(s, p,P) êàê

H(s, p,P) = ⟨p, q̇⟩+ ⟨P,V⟩ − L(s, q̇,V),

ãäå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè âåëè÷èíû q̇ è V çà-
ìåíåíû íà ôóíêöèè îò (s, p,P). Òîãäà, îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ι åñòå-
ñòâåííûé èçîìîðôèçì èç âòîðîãî äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà
â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, îïðåäåëèì∇qH(·)(δq) = ∂qH(·)(δq)−∂rgH(·)

(
Ad g.ωr(q, δq)

)
:

ι ∂pH = q̇, ∂rgH = −∂rgL,

ι ∂PH = V, ∇qH = −∇qL.
(1.3)

2Âû÷èñëÿÿ äèôôåðåíöèàë îò H è îïèðàÿñü íà (1.2), èìååì

dH = ⟨δp, q̇⟩+ ⟨p, δq̇⟩+ ⟨δP,V⟩+ ⟨P, δV⟩
− ⟨∂sL, δs⟩ − ⟨∂q̇L, δq̇⟩ − ⟨∂

V
L, δV⟩

= ⟨δp, q̇⟩+ ⟨δP,V⟩ − ⟨∂sL, vert(δs)⟩ − ⟨∂sL, hor(δs)⟩.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äîëæíî áûòü ðàâíî

⟨∂pH, δp⟩+ ⟨∂PH, δP⟩+ ⟨∂sH, vert(δs)⟩+ ⟨∂sH, hor(δs)⟩

äëÿ ëþáîãî âûáîðà δp ∈ E∗, δP ∈ g∗ è δs ∈ TsS. Ïîëàãàÿ δs = 0,
ïîëó÷èì ðàâåíñòâà â ëåâîé ÷àñòè (1.3). Ñ÷èòàÿ âàðèàöèþ δs
âåðòèêàëüíîé äëÿ ôîðìû δs = σT

s (u) ñ u ∈ g è çàìå÷àÿ, ÷òî

⟨∂sH(.), σT
s (u)⟩ = ∂rgH(.)(u), ⟨∂sL(.), σT

s (u))⟩ = ∂rgL(.)(u),

âûâîäèì ðàâåíñòâî, ñòîÿùåå ñïðàâà â ïåðâîé ñòðîêå. (Â âûðà-
æåíèè ñïðàâà ìû ñ÷èòàåì, ÷òî s = g.r(q), à òàêæå ÷òî H è L �
ôóíêöèè êîîðäèíàò (q, g, p,P) èëè (q, g, q̇,V)).

Ñ÷èòàÿ âàðèàöèþ δs ãîðèçîíòàëüíîé äëÿ ôîðìû
δs = hor ∂q(g.r(q))(δq), ïîëó÷àåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî.

Ïðîèçâîäíàÿ Ëè äëÿ äåéñòâèé ñëåâà ãðóïïû G íà TS è íà
T ∗S ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

£GL = ∂rgL+ ad ∗V. ∂
V
L =

= − ∂rgH+ ad ∗ (ι ∂
P
H).P = −£GH.

Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (1.1) ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì
dp

dt
= −∇qH− ⟨P,Ad g.Ωr(ι ∂pH, ·)⟩,

dP

dt
= −£GH,

dq

dt
= ∂pH, ω

(
ds

dt

)
= ι ∂

P
H.

(1.4)

Çàìåòèì, ÷òî í¼òåðîâñêèå ïåðâûå èíòåãðàëû, ïîëó÷àþùèåñÿ
èç ñèììåòðèè ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà � íåìåäëåííûå ñëåäñòâèÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé â òàêîì âèäå (ïî òåì æå ïðè÷èíàì,
÷òî è â [5]).
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2. Åñòåñòâåííûå èçîìîðôèçìû. Â äîïîëíåíèå ê ðàçäå-
ëó 1 èç [6], ãäå ñâÿçíîñòü áûëà îïðåäåëåíà êàê 1 - ôîðìà íà
ïðîñòðàíñòâå S, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç g, óïîìÿíåì íåêî-
òîðûå äðóãèå ïîëîæåíèÿ èç òåîðèè ñâÿçíîñòåé. Ñâÿçíîñòü íà
(S,X, π,G) àëüòåðíàòèâíûì îáðàçîì ìîæåò áûòü ââåäåíà êàê
äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå � ¾îòîáðàæåíèå Êðèñòîôôå-
ëÿ¿, Γ: S×X TX → TS, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

πTΓ(s,w) = w è oSΓ(s,w) = s,
äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ s ∈ S
îòîáðàæåíèå w 7→ Γ(s,w) èç Tπ(s)X â TsS, ëèíåéíî
äëÿ âñåõ g ∈ G: Γ(g.s,w) = LT

g Γ(s,w).

(2.1)

Èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò, ÷òî πT
(
v − Γ(s, πT (v))

)
= 0 äëÿ âñåõ

v ∈ TS, è ïîýòîìó âåêòîð â ñêîáêàõ âåðòèêàëåí. Êðîìå òîãî,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåë¼ííûé âåêòîð u ∈ g,
òàêîé, ÷òî

v− Γ(s, πT (v)) = σT
s (u).

Â ðàìêàõ (2.1) ïîïóòíî äîêàçàíî, ÷òî îïðåäåë¼ííîå òàêèì îáðà-
çîì îòîáðàæåíèå v 7→ u = ω(v) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé g-çíà÷íóþ
1-ôîðìó íà S, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ôîðìû ñâÿçíîñòè,
êàê ýòî óñòàíîâëåíî â [6]. Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ âñåõ v ∈ TS:

v− Γ(s, πT (v)) = σT
s (ω(v)).

È íàîáîðîò, åñëè ôîðìà ñâÿçíîñòè çàäàíà ñâîéñòâàìè èç [6], òî
ìîæíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Γ îïðåäåëåíî ýòèì ñîîòíîøå-
íèåì, èìåííî:

Γ(s, w) = v− σT
s (ω(v)) äëÿ v ∈ TsS òàêîãî, ÷òî w = πT (v)

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (2.1). (Çàìåòèì, ÷òî åñëè âåêòîðû
v è v′ òàêîâû, ÷òî v−σT

s (ω(v)) = v
′−σT

s (ω(v′)), òî v′− v âåðòè-
êàëåí è πT (v) = πT (v′) = w, òàê ÷òî ïðåäûäóùåå ñîîòíîøåíèå
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ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò Γ(s,w)). Îòîáðàæåíèå Γ � ýòî íå ÷òî
èíîå êàê ãîðèçîíòàëüíîå ïîäíÿòèå, àññîöèèðîâàííîå ñî ñâÿçíî-
ñòüþ, çàäàâàåìîé âåëè÷èíîé ω: Äëÿ x = π(s) îòîáðàæåíèå Γ
âçàèìíî îäíîçíà÷íî, è w ∈ TxX → Γ(s,w) � ëèíåéíûé àâòîìîð-
ôèçì ïðîñòðàíñòâà TxX íà äîïîëíèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî âåð-
òèêàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà TsS, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ãîðèçîíòàëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà TsS â ñîîòâåò-
ñòâèè ñî ñâÿçíîñòüþ. Ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ ïðîåêöèè
îïðåäåëåíû êàê

hor(v) = Γ(s, πT (v)), vert(v) = σT
s (ω(v)) äëÿ v ∈ TsS. (2.2)

2.1. Èçîìîðôèçìû êàñàòåëüíîãî è êîêàñàòåëüíîãî

ïó÷êîâ ïðîñòðàíñòâà S.
Ðàññìîòðèì íèæíþþ äèàãðàììó íà ðèñ. 1, ãäå ïðÿìîóãîëü-

íàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåò ïîäíÿòèå âåêòîðíîãî ïó÷êà (TX×g,X, oX◦
pr1) ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ π : S → X. Âåðõíÿÿ ñòðåëêà �
ýòî îòîáðàæåíèå v 7→

(
πT (v),ω(v)

)
, ìîðôèçì âåêòîðíîãî ïó÷-

êà íàä π, êàê ìû ìîæåì âèäåòü íà ëåâîé äèàãðàììå. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ îñíîâíûì ñâîéñòâîì ïîäíÿòèÿ ñóùåñòâóåò ìîðôèçì
âåêòîðíûõ ïó÷êîâ i : TS → S ×X TX × g íàä ïðîñòðàíñòâîì S,
òàêîé, ÷òî äèàãðàììà êîììóòàòèâíà. Íà ñàìîì äåëå, i � èçî-
ìîðôèçì âåêòîðíûõ ïó÷êîâ íàä S è

i : v 7→
(
oS(v), π

T (v),ω(v)
)
, i−1 : (s,w,u) 7→ Γ(s, w) + σT

s (u).

Ðàññìîòðèì

• îòîáðàæåíèå ìîìåíòà äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà S � îòîáðà-
æåíèå µ : T ∗S → g∗, îïðåäåëåííîå ñîîòíîøåíèåì

⟨µ(z),u⟩ = ⟨z, σT
s (u)⟩ äëÿ z ∈ T ∗

s S, u ∈ g, (2.3)

(ñëåâà ñêîáêà âûðàæàåò äâîéñòâåííîñòü ìåæäó g è g∗,
ñïðàâà � äâîéñòâåííîñòü ìåæäó TS è T ∗S.)
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• Îòîáðàæåíèå χ : T ∗S → T ∗X, òàêîå, ÷òî z ∈ T ∗
s S, χ(z) ∈

T ∗
xX ñ x = π(s), îïðåäåëåíî êàê

⟨χ(z),w⟩ = ⟨z,Γ(s,w)⟩ äëÿ w ∈ TxX, (2.4)

(çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò îïðåäåëåíèÿ äëÿ µ, îïðåäåëå-
íèå äëÿ χ òðåáóåò ñâÿçíîñòè íà S).

Áîëåå òîãî, èìåþùåå ìåñòî äëÿ χ ñîîòíîøåíèå π◦ ∗
oS=

∗
oX

◦χ � ýòî ìîðôèçì âåêòîðíûõ ïó÷êîâ íàä π, èçîáðàæ¼ííûõ íà
âåðõíåé êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå ðèñ. 2 è äèôôåðåíöèðóåìîå
îòîáðàæåíèå, â ÷¼ì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ðàññìàòðèâàÿ åãî ëîêàëü-
íî. Ïðè äåéñòâèè ãðóïïû G íà T ∗S èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà ýêâèâàðèàíòíîñòè: äëÿ g ∈ G è z ∈ T ∗S

µ(g.z) = Ad ∗g.µ(z), χ(g.z) = χ(z).

Òåïåðü ðàññìîòðèì íèæíþþ äèàãðàììó íà ðèñ. 2, ãäå ïðÿ-
ìîóãîëüíàÿ ÷àñòü îïèñûâàåò ïîäíÿòèå âåêòîðíîãî ïó÷êà (T ∗X×
g,X, ∗oX◦pr1) ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ π : S → X. Âåðõíåé ñòðåëêå
îòâå÷àåò îòîáðàæåíèå z 7→

(
χ(z), µ(z)

)
� ìîðôèçì âåêòîðíîãî

ïó÷êà íàä π, òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîðôèçì âåêòîðíîãî ïó÷-
êà

∗
ı : T ∗S → T ∗X × g∗ íàä S, ïðèâîäÿùèé ê êîììóòàòèâíîñòè

äèàãðàììû ñïðàâà. Íà ñàìîì äåëå
∗
ı � èçîìîðôèçì âåêòîðíîãî

ïó÷êà è

∗
ı : z 7→

( ∗
oS (z), χ(z), µ(z)

)
= (s, ξ,η),

∗
ı −1 : (s, ξ,η) 7→ (η ◦ ω + ξ ◦ πT )|TsS.

Íà ýòîì ýòàïå ìû äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî êàñàòåëüíîå è êîêàñà-
òåëüíîå ðàññëîåíèÿ S èçîìîðôíû ñîîòâåòñòâåííî ðàññëîåíèÿì
(S×X TX×g,X, pr1) è (S×X T

∗X×g∗,X, pr1), äâîéñòâåííûì äðóã
äðóãó â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêîáêîé:

⟨(s, ξ, z), (s,w,u)⟩ = ⟨ξ,w⟩+ ⟨z,u⟩
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è åñëè z ∈ T ∗
s S, v ∈ TsS, òî èñïîëüçóÿ v = horv + vertv âìåñòå ñ

(2.2), (2.3) è (2.4), èìååì

⟨z, v⟩ = ⟨χ(z), πT (v)⟩+ ⟨µ(z),ω(v)⟩ = ⟨∗ı (z), i(v)⟩. (2.5)

Íàïîìíèì, ÷òî êîâåêòîð z ∈ T ∗S íàçûâàþò ãîðèçîíòàëüíûì
(ñîîòâ. âåðòèêàëüíûì), åñëè ⟨z, v⟩ = 0 äëÿ âñåõ âåðòèêàëü-
íûõ (ñîîòâ. ãîðèçîíòàëüíûõ) v. Óðàâíåíèå (2.5) îçíà÷àåò, ÷òî
â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâÿçíîñòüþ z ðàñùåïëåíî íà ãîðèçîíòàëüíóþ
ñîñòàâëÿþùóþ χ(z)◦πT è âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ µ(z)◦ω.

2.2. Èçîìîðôèçìû êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗S è

ðàññëîåíèÿ (T ∗S, S, ∗oS). Âçÿâ êàñàòåëüíóþ ê èçîìîðôèçìó
∗
ı

íà ðèñ. 2, ìû ïîëó÷àåì ëåâóþ ÷àñòü äèàãðàììû íà ðèñ. 3.
Ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 2.1 ìîæíî ïîñòðîèòü àíà-

ëîãè÷íûå èçîìîðôèçìû äëÿ T (T ∗S). Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
ìíîãîîáðàçèÿ S ×X T

∗X × g∗ èçîìîðôíî ïîäìíîæåñòâó TS ×
T (T ∗X)× (g∗ × g∗). Íà ñàìîì äåëå,

T
(
S×XT

∗X× g∗
)
∼ TS×

TX T (T
∗X)× (g∗ × g∗) =

={(v,h, z,w) |, v ∈TS, h ∈T (T ∗X), (z,w) ∈ g∗×g∗, πT(v)=
∗
o T

X
(h)}.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè (v,h) ∈ TS × T (T ∗X) � êàñàòåëüíûé âåêòîð
ïðîñòðàíñòâà S× T ∗X â (s, ξ), òî èç ñâîéñòâ êàñàòåëüíûõ îòîá-

ðàæåíèé äëÿ π : S → X è
∗
oX: T

∗X → X, à òàêæå èç óñëîâèÿ

πT (v) =
∗
o T

X
(h) ñëåäóåò, ÷òî

π(s) = πoS(v) = oXπ
T (v) = oX

∗
o T

X
(h) =

∗
o XoT∗X(h) =

∗
o X(ξ) (∗)

Âçÿâ êàñàòåëüíóþ âåðõíåé äèàãðàììû ñ ðèñ. 2, ìû ïîëó÷àåì
âåðõíþþ ÷àñòü äèàãðàììû íà ðèñ. 4. Òàê êàê χ � ìîðôèçì
âåêòîðíûõ ïó÷êîâ íàä π, òî âûâîäèì, ÷òî äëÿ h ∈ T (T ∗S):
∗
o T

X
χT (h) = πT ∗

o T
S
(h). Ñëåäîâàòåëüíî, î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìîóãîëü-

íàÿ äèàãðàììà ñâåðõó êîììóòàòèâíà.
Ìîæíî ñäåëàòü äâà âûâîäà:

33



• Èç åäèíñòâåííîãî ñâîéñòâà πT (v) =
∗
o T

X
(h) ñëåäóåò π(s) =

∗
o

X(ξ) (ñ s = oS(v) è ξ = o
T∗X(h)),

• Íà ðèñ. 4 ñðåäíÿÿ ñòðåëêà âíèç íà ñàìîì äåëå îïèñûâàåò
îòîáðàæåíèå, ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ â S ×X TX × g. Ýòî

îáñòîÿòåëüñòâî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èëè êàê oS×
∗
o T

X
× ω ◦

pr1, â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ (oS ◦pr1)×(
∗
o T

X
◦pr2)×(ω ◦pr1)).

×òîáû îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå ν, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
α : TS×

TXT (T
∗X) → S×XT (T

∗X)× g, îïðåäåëåííîå êàê

α : (v,h) 7→ (oS(v),h,ω(v)).

Òàê êàê, ñîãëàñíî (∗), èç ñîîòíîøåíèÿ πT (v) =
∗
o T

X
(h) ñëåäóåò

π( oS(v)) = oX(π
T (v)) è π(s) = oX

∗
o T

X
(h), òî îòîáðàæåíèå α íà

ñàìîì äåëå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëåííîì
êàê

S×XT (T
∗X)× g = {(s,h,u) | π(s) = oX

∗
o T

X
(h)}.

Òåïåðü îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå β : S ×X T (T
∗X) × g → TS ×

TX

T (T ∗X) êàê:

β : (s,h,u) 7→ (v,h) ñ v = σT
s (u) + Γ(s,

∗
o T

X
(h)).

Òàê êàê πT (v) = πTΓ(s,
∗
o T

X
(h)) =

∗
o T

X
(h), òî îòîáðàæåíèå β íà

ñàìîì äåëå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â g → TS ×
TX T (T

∗X). Èìååì
β ◦ α = id è α ◦ β = id, òàê ÷òî α è β � âçàèìíî îáðàòíûå
áèåêòèâíûå îòîáðàæåíèÿ.

2Åñëè (v,h) çàäàíî â ïðîñòðàíñòâå TS×
TXT (T

∗X), òî èìååì

β ◦ α(v,h) = β(oS(v),h,ω(v))

=
(
σT
s (ω(v)) + Γ(s,

∗
o T

X
(h)),h

)
=

(
σT
s (ω(v)) + Γ(s, πT (v)),h

)
= (v,h).
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Åñëè (s,h,u) çàäàíî â ïðîñòðàíñòâå S×XT (T
∗X)× g, òî èìååì

α ◦ β(s,h,u) = α
(
σT
s (u) + Γ(s,

∗
o T

X
(h)),h

)
= (s,h,u),

ïîòîìó ÷òî Γ(s,
∗
o T

X
(h)) ãîðèçîíòàëüíî è ω

(
σT
s (u)

)
= u.

Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

ν : TS×
TXT (T

∗X)× (g∗ × g∗) → S×XT (T
∗X)× g× (g∗ × g∗)

ν(v,h, z, w)=(α(v,h), z, w), ν−1(s,h,u, z, w)=(β(s,h,u), z, w).

ìîæíî îïðåäåëèòü èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïó÷êîâ ν è óáåäèòü-
ñÿ â òîì, ÷òî äèàãðàììû â ïðàâûõ òðåóãîëüíûõ ÷àñòÿõ ðèñ. 3
è 4 êîììóòàòèâíû.

Èçîìîðôèçìû, îñíàù¼ííûå çàäàííîé ñâÿçíîñòüþ íà S, êî-
òîðûå áûëè âûäâèíóòû íà ïåðåäíèé ïëàí â ðàçäåëàõ 2.1 è 2.2
ãëîáàëüíû, îäíàêî îíè âëåêóò çà ñîáîé ðàññëîåííûå ïðîèçâåäå-
íèÿ, êîòîðûå íàì áóäóò íåóäîáíû äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ. Â ðàçäå-
ëå 2.3 áóäóò äàíû ëîêàëüíûå, íî áîëåå óäîáíûå èçîìîðôèçìû,
îïèðàþùååñÿ íà îáû÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ.

2.3. Ëîêàëüíûé âèä ïðîñòðàíñòâà T ∗S. Â äàëüíåéøåì
âîñïîëüçóåìñÿ äâóìÿ òèïàìè ëîêàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïðî-
ñòðàíñòâà S (1):

1. Áåç êîîðäèíàò: Ïóñòü O � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â X,
òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå r : O → S ýòîãî ðàññëîåíèÿ.
Òîãäà φ : O ×G → S òàêîå, ÷òî φ(x, g) = g.r(x) � äèôôåî-
ìîðôèçì íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U = π−1(O) of S.

1Çàìåòèì, ÷òî ïîä ¾êàðòîé¿ ìû ïîíèìàåì äèôôåîìîðôèçì ñ îáëàñòüþ
â Rn è ñî çíà÷åíèÿìè â ìíîãîîáðàçèè, â òî âðåìÿ êàê, ñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî
îòîáðàæåíèå îáðàòíî ê òàêîìó äèôôåîìîðôèçìó, çàäàþùåìó êàðòó. Èç
òàêîãî ïîíèìàíèÿ íå äîëæíî ïðîèñõîäèòü îøèáêè.
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2. Ñ êîîðäèíàòàìè: Ïóñòü Q � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â
E = Rn (n = dimX). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ : Q → O � êàðòà
ìíîãîîáðàçèÿ X è ÷òî r : Q → π−1(O) (= U) � ïîäíÿòèå γ
â S. Òîãäà φ : Q × G → U , òàêîå ÷òî φ(q, g) = g.r(q) �
äèôôåîìîðôèçì íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U = π−1(O)
ïðîñòðàíñòâà S.

Ïî îïðåäåëåíèþ ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ, óïîìÿíóòàÿ âûøå
îêðåñòíîñòü ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà X òàêîâà, ÷òî ëîêàëü-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ âñåãäà ñóùåñòâóþò.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå 1 íå ìîæåò áûòü ãëîáàëü-
íûì. Îäíàêî, êàê ìû âèäåëè âûøå, ãëîáàëüíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ âèäà 1 ñóùåñòâóþò äëÿ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà
àôôèííî-äåôîðìèðóåìîãî òåëà. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå 2 ìû
âûâîäèì ïðåäñòàâëåíèå â âèäå 1 ñ r◦γ−1, O = γ(Q), íî îáðàòíîå
â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.

Òîãäà U � îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå ïðîñòðàíñòâà S, îáëà-
äàþùåå êàñàòåëüíûì è êîêàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâàìè

TU = {v ∈ TS | oS(v) ∈ O}, T ∗U = {z ∈ T ∗S | ∗oS (z) ∈ O}.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòè ìíîãîîáðàçèÿ îáëàäàþò êàñàòåëüíûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè

T (TU) = {h ∈ T (TS) | o
TS(h) ∈ TU}

= {h ∈ T (TS) | oSoTS(h) ∈ U},
T (T ∗U) = {k ∈ T (T ∗S) | ∗o

T∗S (k) ∈ T ∗U}
= {k ∈ T (T ∗S) | ∗oS

∗
o
T∗S (k) ∈ U}.

Â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ 1 ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì ϕ ìíî-
ãîîáðàçèÿ G × T ∗O íà U ×X T

∗O, îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå
ïðîñòðàíñòâà S×XT

∗X, òàêîå, ÷òî

ϕ : (g,η) 7→
(
g.r(

∗
oX η),η

)
, ϕ−1 : (s,η) 7→ (g,η)
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ñ g, òàêèì, ÷òî s = g.r(π(s)),

(îòîáðàæåíèå ϕ−1 äèôôåðåíöèðóåìî, òàê êàê îòîáðàæåíèå s 7→
g � íå ÷òî èíîå, êàê pr2 ◦ φ−1). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì èç ðàçäå-
ëîâ 2.1 è 2.2, îòîáðàæåíèÿ â íèæíåé ðèñ. 3 è 4 ïîçâîëÿåò ïî-
ñòðîèòü äèôôåîìîðôèçìû ïðîñòðàíñòâ G×TO×g è G×∗O×g∗

ñ îòêðûòûì ïîäìíîãîîáðàçèåì TU ïðîñòðàíñòâà TS è ñ îòêðû-
òûì ïîäìíîãîîáðàçèåì T ∗U ïðîñòðàíñòâà T ∗S. Îíè îïðåäåëå-
íû, ñîîòâåòñòâåííî, êàê

(g, ξ,U) 7→ v ∈ TU , (2.6)

òàêîå, ÷òî oS(v) = g.r(oX(ξ)) ≡ s è v = σT
s (U) + Γ(s, ξ)

ψ : (g,η,P) 7→ z ∈ T ∗U (2.7)

òàêîå ÷òî
∗
oS (z) = g.r(

∗
oX η) è ⟨z, v⟩ = ⟨η, πT (v)⟩+ ⟨P,ω(v)⟩.

Íàîáîðîò, åñëè äàíî v ∈ TU (ñîîòâ. z ∈ T ∗U), òî (g, ξ,U) (ñî-
îòâ. (g,η,P)) çàïèñûâàåòñÿ êàê

πT (v) = ξ, ω(v) = U, oS(v) = g.r(oX(ξ)) = s,

χ(z) = η, µ(z) = P,
∗
oS (z) = g.r(

∗
oX (η)) = s,

÷òî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ è äîêàçàòü èõ
äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Íàïðèìåð,

ψ−1(z) = (g, χ(z), µ(z)) c g = pr2φ
−1(

∗
oS (z)).

Òåïåðü èçîìîðôèçì, ïîÿâëÿþùèéñÿ â âåðõíåé ÷àñòè ðèñ. 3, çà-
äàåò äèôôåîìîðôèçì

ψT : T (G× T ∗O × g∗) → T (T ∗U)
(
⊂ T (T ∗S)

)
: (δg, δη, δP) 7→ δz

(çàìåòèì, ÷òî δg � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê G ñ íà÷àëîì â g, δη
� êàñàòåëüíûé âåêòîð T ∗X ñ íà÷àëîì â η è òàê äàëåå). Áîëåå
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òîãî, ïðàâàÿ ïàðàëëåëèçàöèÿ TG ≃ G× g : δg 7→ (g, ϑr(δg)) ïðè-
âîäèò ê äðóãîìó èçîìîðôèçìó, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ìíîãèì
ñîîòíîøåíèÿì, òàêèì êàê

T (G× T ∗O × g∗) ≃ G× T (T ∗O)× g× (g∗ × g∗).

Ïåðåíåñåì åñòåñòâåííûå îïåðàöèè â T (T ∗S) íà èõ îáðàç ñ
ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåííûõ âûøå äèôôåîìîðôèçìîâ: åñëè âåëè-
÷èíà δz = ψT (δg, δη, δP) çàäàíà â T (T ∗U) ⊂ T (T ∗S), òî ñóùå-
ñòâóþò g, η, P òàêèå, ÷òî z = o

T∗S(δz) = ψ(g,η,P). Ïîëîæèì

s =
∗
oS (z), x =

∗
oX(η),

òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñ ýòèìè ñîêðàùåíèÿìè x = π(s) (ïîòîìó

÷òî π◦ ∗
oS=

∗
oX◦χ) è

∗
oS (z) = g.r(x), χT (δz) = δη, µT (δz) = δP,

∗
oS
T(δz) = ϑr(δg).s+ LT

g r
T (δx) ≡ δs ñ δx =

∗
oX
T(δη) ∈ TX,

ω(δs) = ϑr(δg) + Ad g.ωr

(
δx

)
, πT (δs) = δx.

(2.8)
Èìååì ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè (äëÿ ñâÿçíîñòè, îïðåäåëåí-
íîé íà S):

δs ãîðèçîíòàëåí ⇐⇒

δg = −LT
g ωr(δx) (∈ TG) ⇒ δz ∼

(
g, δη,−Ad g.ωr(δx), δP

)
,

δs âåðòèêàëåí ⇐⇒ δη âåðòèêàëåí ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîåíèþ ñ

τ ∗(X)=(T ∗X,X, ∗oX).

2×òîáû äîêàçàòü ôîðìóëó äëÿ
∗
oS
T(δz) çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà

∗
oS

T
(
ψT (δz, δη, δP)

)
� çíà÷åíèå êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ âåëè÷èíû

∗
oS ◦ψ : (g,η,P) 7→ g.r(

∗
oX η) = s.
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Ïåðâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü î÷åâèäíà. Èç ñîîòíîøåíèÿ π◦ ∗
oS=

∗
oX◦χ

ñëåäóåò, ÷òî πT (δs) =
∗
oX
T(δη) = δx, è ïîñëåäíÿÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

òàêæå ñïðàâåäëèâà.

Ëåììà 1 Åñëè z ∈ T ∗S, s =
∗
oS (z), δs � ïðîèçâîëüíûé çà-

äàííûé âåðòèêàëüíûé âåêòîð â TsS, δP � äàííûé ýëåìåíò èç
g∗ è δη çàäàíî â Tη (T

∗X), òî ñóùåñòâóåò δz ∈ T
z
(T ∗S) òàêîå,

÷òî â îáîçíà÷åíèÿõ èç (2.8):

∗
oS
T(δz) = δs, χT (δz) = δη, dµ(δz) = δP.

2Ëþáîé ýëåìåíò z èç T ∗S ïðèíàäëåæèò, êàê è âûøå, îòêðû-
òîìó ïîäìíîãîîáðàçèþ T ∗U , è ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
z = ψ(g,η,P) è δz äîëæíî èìåòü âèä δz = ψT (δg, δη, δP). Òàê
êàê T(g,η,P)(G×T ∗O×g∗) ≃ TgG×Tη(T

∗O)×(P×g∗)), òî îáû÷íîå
ïðîèçâåäåíèå, ïðîèçâîëüíûå êàñàòåëüíûå âåêòîðû δg, δη è δP
ñ íà÷àëàìè ñîîòâåòñòâåííî â g, η è P äîïóñòèìû â êîíñòðóêöèè
äëÿ δz.

Âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþò δη è δP, â ðåçóëüòà-
òå ÷åãî èìååì

∗
oS

T(δz) = ϑr(δg).s. Òàê êàê äëÿ âåðòèêàëüíîãî
âåêòîðû èç TS, èìååì δs = ω(δs).s, òî äîñòàòî÷íî âçÿòü δg =
RT

g (ω(δs)), ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå ϑr(δg) = ω(δs).

3. Ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû íà T ∗S.

3.1. Ëèóâèëëåâà ôîðìà è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà

T ∗S.
Ëèóâèëëåâû ôîðìû è ñâÿçàííûå ñ íèìè ñèìïëåêòè÷åñêèå

ñòðóêòóðû, îïðåäåëåííûå 2-ôîðìàìè Äàðáó, íà T ∗S è íà T ∗X
çàäàþòñÿ êàê

ℓS(k) = ⟨o
T∗S(k),

∗
o T

S
(k)⟩ = ⟨z, ∗o T

S
(k)⟩ äëÿ k ∈ Tz(T

∗S),

ℓX(h) = ⟨o
T∗X(h),

∗
o T

X
(h)⟩ = ⟨η, ∗o T

X
(h)⟩ äëÿ h ∈ Tη (T

∗X),
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γS = dℓS , γX = dℓX (âíåøíèå äèôôåðåíöèàëû).

Ñêîáêà äâîéñòâåííîñòè ìåæäó T ∗S è TS óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-
øåíèþ (2.5) òàêîâû, ÷òî πT ∗

o T
S
(k) =

∗
o T

X
χT (k), ïðè÷åì

ℓS(k) = ⟨χ(z), ∗
o T

X
χT (k)⟩+ ⟨µ(z),ω

( ∗
o T

S
(k)

)
⟩ =

= ℓX
(
χT (k)

)
+ ⟨µ(z),ω

( ∗
o T

S
(k)

)
⟩.

Ýòà ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî

ℓS = χ∗ℓX + ⟨µ, o∗
S
ω⟩ (3.1)

ãäå χ∗ℓX � ïîäíÿòèå ôîðìû Ëèóâèëëÿ â X ñ ïîìîùüþ χ : T ∗S →
T ∗X è o∗

X
ω � ïîäíÿòèå ôîðìû ω ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ

∗
o

S : T
∗S → S. Èñõîäÿ èç ýòîãî ðàâåíñòâà, íåòðóäíî âû÷èñëèòü ñâÿ-

çàííûå ñ íèìè ñèìïëåêòè÷åñêèå ôîðìû è òàêèì îáðàçîì íàéòè

γS = χ∗γX + ⟨dµ ∧ o∗
S
ω⟩+ ⟨µ, o∗

S
dω⟩.

Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë ôîðìû ñâÿçíîñòè è êðèâèçíà Ω ñâÿç-
íîñòè ñâÿçàíû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Êàðòàíà âèäà dω = [ω,ω]+
Ω (äëÿ äåéñòâèÿ ñëåâà), è îêîí÷àòåëüíî

γS = χ∗γX + ⟨dµ ∧ o∗
S
ω⟩+ ⟨µ, [o∗

S
ω, o∗

S
ω] + o∗

S
Ω ⟩. (3.2)

×òîáû ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå áîëåå ðàçâåðíóòûå ôîðìû ñîîò-
íîøåíèé (3.2), âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè, óïîòðåáëÿåìûìè
ôèçèêàìè, è îáîçíà÷èì êàê δz ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà T

z
(T ∗S).

Òîãäà

s = o∗
S
(z) ∈ S, η = χ(z) ∈ T ∗X, P = µ(o

T∗S(z)) ∈ g∗,

δs=
∗
o T

S
(δz)∈TsS, δη = χT (δz) ∈ Tη (T

∗X), δP = dµ(δz) ∈ g∗,

è âñåãäà ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå óñëî-
âèÿ

πT (δs) =
∗
o T

X
(δη) ⇐⇒ hor(δs) = Γ

(
s,

∗
o T

X
(δη)

)
. (3.3)

40



Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ δz è δ′z, ïðèíàäëå-
æàùèõ ïðîñòðàíñòâó T

z
(T ∗S):

ℓS(δz) = ℓX(δη) + ⟨P,ω(δs)⟩,

γS(δ
′
z, δz)= γX(δ

′η, δη)+⟨δ′P,ω(δs)⟩−⟨δP,ω(δ′s)⟩+
+⟨P, [ω(δ′s),ω(δs)]+Ω(δ′s, δs)⟩=

= γX(δ
′η, δη)+⟨P,Ω(δ′η, δη)⟩+⟨δ′P,ω(δs)⟩−

−⟨δP,ω(δ′s)⟩+⟨P, [ω(δ′s),ω(δs)]⟩ (3.4)

ñ (3.3) (è ïîòîìó, ÷òî Ω(δ′s, δs) = Ω(hor δ′s, hor δs)):

Ω(δ′s, δs) = Ω(δ′η, δη) = Ω
(
Γ
(
s,

∗
o T

X
(δ′η)

)
,Γ

(
s,

∗
o T

X
(δη)

))
.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê îáîçíà÷åíèÿì ðàçäåëà 2.3. Åñëè s =
g.r(x), òî âåêòîðû δs è LT

g r
TπT (δs) ïðèíàäëåæàò TsS è îáëàäàþò

îäèíàêîâûìè ïðîåêöèÿìè íà TxX. Òîãäà hor δs = horLT
g r

TπT (δs)

= LT
g hor r

TπT (δs) = LT
g hor r

T ∗
o T

X
(δη) (ñì. (3.3)) è

Ω(δ′s, δs) = Ad g.Ωr

( ∗
o T

X
(δ′η),

∗
o T

X
(δη)

)
.

Ïîýòîìó ôîðìóëà (3.4) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü g-çíà÷íóþ 2-
ôîðìó (¾çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðîâ P è g, à íà ñàìîì äåëå
� ëèøü îò ïàðàìåòðà Ad ∗g−1.P¿ � òî÷êè êîïðèñîåäèíåííîé
îðáèòû P) òàêóþ ÷òî

γ̄X(δ
′η, δη) = γX(δ

′η, δη) + ⟨P,Ad g.Ωr

( ∗
o T

X
(δ′η),

∗
o T

X
(δη)

)
.

Ëåììà 2 Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ Ad ∗g−1.P γ̄X � ïî-
÷òè ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà T ∗X.

Ëîãè÷íî óïîìÿíóòü îá ýòîì ñâîéñòâå èìåííî çäåñü. Îíî ìî-
æåò áûòü ëåãêî äîêàçàíî ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò íà X (íåîáõîäè-
ìûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâåäåíû, â îñíîâíîì, â äîêàçàòåëüñòâå ñîîò-
íîøåíèÿ (3.16), äàííîì íèæå). Çàìåòèì, ÷òî ýòà ìîäèôèêàöèÿ
êàíîíè÷åñêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà T ∗X ñàìà ïî ñåáå
íå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, òàê êàê íå ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòîé 2-ôîðìîé äëÿ âòîðîé ÷àñòè ñ Ωr.
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3.2. Ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå. Íà÷èíàÿ îòñþäà,
âåðíåìñÿ ê îáîçíà÷åíèÿì ðàçäåëà 2.3. Ïóñòü F : T ∗S → R - äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ è F = F ◦ ψ : G × T ∗O × g∗ → R � åå
ëîêàëüíîå âûðàæåíèå íà T ∗U . Òîãäà

dF (δz) = ∂rgF(·)(ϑr(δg)) + ∂ηF(·)(δη) + ∂
P
F(·)(δP) = (3.5)

=∂rgF(·)(ω(δs))+∂ηF(·)(δη)−∂rgF(·)
(
Ad g.ωr(

∗
oX
T(δη))

)
+∂

P
F(·)(δP),

ãäå (·) îçíà÷àåò (g,η,P). Íàïðèìåð, ∂rgF(·) ( : g → g∗) � ýòî ïðà-
âàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ g 7→ F(g,η,P) äëÿ ôèêñèðîâàí-
íûõ η è P, à ∂ηF(·)( : Tη(T

∗X) → R) � êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå
îòîáðàæåíèÿ η 7→ F(g,η,P) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ g è P. Ôîð-
ìóëà (3.5) èíòåðåñíà òåì, ÷òî îíà äàåò çíà÷åíèÿ dF (δz) â òåõ
÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà δz îáëàäàåò ñîîòâåòñòâóþùèìè ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (íàïðèìåð, êîãäà δs =

∗
oS
T(δz) áóäåò ãîðè-

çîíòàëüíûì â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâÿçíîñòüþ, îïðåäåëåííîé âåëè-
÷èíîé ω).

Ëåììà 3 Ïóñòü Y : T ∗S → T (T ∗S) � âåêòîðíîå ïîëå íà
T ∗S. Ïîëîæèì 

X = χT ◦ Y : T ∗S → T (T ∗X),

U = ω ◦ ∗
oS
T ◦ Y : T ∗S → g,

W = dµ ◦ Y : T ∗S → g∗.

Òîãäà äëÿ åñòåñòâåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà T ∗S

γS(Y (z), δz)= γX(X(z), δη)+⟨P,Ad g.Ωr

( ∗
oX
T(X(z)),

∗
oX
T(δη)

)
⟩+

+⟨W (z)− ad ∗U(z).P,ω(δs)⟩ − ⟨δP, U(z)⟩, (3.6)

ãäå, êàê è âûøå, δs =
∗
oS
T(δz), δη = χT (δz), δP = dµ(δz).
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2Ïðèìåíÿÿ (3.2) èëè áîëåå ðàçâåðíóòûé âèä (3.4) äëÿ ñèìïëåê-
òè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà T ∗S, èìååì

γS(Y (z), δz) = γX(X(z), δη) + ⟨W (z),ω(δs)⟩ − ⟨δP, U(z)⟩
+ ⟨P, [U(z),ω(δs)] +Ω

( ∗
oS
T (Y (z)),

∗
oS
T (δz)

)
⟩ (⋆)

Ïðåîáðàçóåì ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå Ω. Òàê êàê πT◦ ∗
oS

T =
∗
oX

T ◦ χT , òî

πT ∗
oS
T (Y (z)) =

∗
oX
T (X(z)), πT ∗

oS
T (δz) =

∗
oX
T (δη).

Åñëè v ∈ TsS (s = g.r(x)) è w = πT (v), òî v è LT
g r

T (w) èìååò
òàêóþ æå ïðîåêöèþ íà TxX. Ïîýòîìó îíè òàêæå èìåþò îäèíà-
êîâûå ãîðèçîíòàëüíûå êîìïîíåíòû, ðàâíûå

hor(v) = horLT
g r

T (w) ≡ LT
g

(
hor rT (w)

)
.

Ïðèìåíèì ýòî ñâîéñòâî âìåñòå v =
∗
oS

T (Y (z)) è
∗
oX

T (X(z)) = w

èëè âìåñòå v
′ =

∗
oS

T (δz) è
∗
oX

T (δη) = w
′. Òàê êàê Ω(v, v′) =

Ω(hor v, hor v′), òî íàõîäèì

Ω
( ∗
oS
T (Y (z)),

∗
oS
T (δz))=Ad g.Ω

(
hor rT

∗
oX
T (X(z)), hor rT

∗
oX
T (δη)

)
=

= Ad g.Ω
(
rT

∗
oX
T (X(z)), rT

∗
oX
T (δη)

)
= Ad g.Ωr

( ∗
oX
T (X(z)),

∗
oX
T (δη)

)
.

Â èòîãå ñîîòíîøåíèå (3.6) ñëåäóåò èç (⋆).

Ëåììà 4 Äëÿ òîãî, ÷òîáû Y áûëî áû ãàìèëüòîíîâûì âåê-
òîðíûì ïîëåì, ñâÿçàííûì ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà F íà T ∗S,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ:

U(z) = ω
( ∗
oS
TY (z)

)
= ι∂

P
F(·), (3.7)

W (z) = − ∂rgF(·) + ad ∗(ι∂
P
F(·)

)
.P, (3.8)

∀ δη : γX(X(z), δη)+⟨P,Ad g.Ωr

( ∗
oX
T(X(z)),

∗
oX
T(δη)

)
⟩=

= −∂ηF(·)(δη) + ∂rgF(·)
(
Ad g.ωr(

∗
oX
T(δη))

)
, (3.9)
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(ãäå ι îáîçíà÷àåò åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì g∗∗ íà g è F =
F ◦ ψ).

Óñëîâèå (3.9) îïðåäåëÿåò ïðîåêöèè Y (z) íà T ∗X è âûãëÿäèò ïî-
äîáíî îïðåäåëåíèþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ìîäèôèöèðîâàí-
íîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íà T ∗X. Îäíàêî X : T ∗S →
T ∗X íå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì íà T ∗X � îíî ÿâëÿåòñÿ ¾âåê-
òîðíûì ïîëåì, çàâèñÿùèì îò g è P¿. Áîëåå òîãî, 2-ôîðìà γX +

⟨P,Ad g.Ωr

( ∗
oX
T,

∗
oX
T)⟩, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ g è P, íåçàìêíó-

òà.

2Ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå Y îïðåäåëåíî êàê

∀ δz ∈ T (T ∗S) : γS

(
(Y (z), δz

)
= −dF (δz). (3.10)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3.6), ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî ýêâèâà-
ëåíòíî òîìó, ÷òî ∀ δs, δη, δP :

γX(X(z), δη) + ⟨P,Ad g.Ωr

( ∗
oX
T(X(z)),

∗
oX
T(δη)

)
⟩+

+ ⟨W (z)− ad ∗U(z).P+ ∂rgF(·),ω(δs)⟩−
− ⟨δP, U(z)− ι∂

P
F(·)⟩ =

= − ∂ηF(·)(δη) + ∂rgF(·)
(
Ad g.ωr(

∗
oX
T(δη))

)
.

(⋆⋆)

Ïðåæäå âñåãî ìû îáðàòèìñÿ ê ëåììå 1 è âûáåðåì δz òàêèì,
÷òî δs = 0s , δη = 0η (òàê ÷òî ϑr(δg) = 0 ñ (2.8)) è δP � ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò g∗. Èç (⋆⋆) âûâîäèì óñëîâèå

∀ δP ∈ g∗ : ⟨δP, U(z)− ι∂
P
F(·)

)
⟩ = 0,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ (3.7). Äàëåå, ñîãëàñíî ëåì-
ìå 1, âûáåðåì δz òàêèì, ÷òî âàðèàöèÿ δs âåðòèêàëüíà è ω(δs)
� ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò u ∈ g, δη = 0η è δP = 0. Ñ ïîìî-
ùüþ (3.6) ìû âûâîäèì óñëîâèå

∀u ∈ g : ⟨W (z)− ad ∗U(z).P+ ∂rgF(·),u⟩ = 0,
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êîòîðîå äàåò (3.8). Íà ýòîì øàãå èç ñîîòíîøåíèÿ (3.10) ñëåäó-
þò ñîîòíîøåíèÿ (3.7), (3.8) è (3.9). È íàîáîðîò, î÷åâèäíî, ÷òî
èç (3.7), (3.8) è (3.9) ñëåäóåò (⋆⋆), ÷òî ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøå-
íèþ (3.10).

Äâèæåíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå T ∗S áóäåò îïðåäåëåíî
îòîáðàæåíèåì t 7→ z(t) = ψ(g(t),η(t),P(t)) ñ η(t) = χ(z(t)) è
P(t) = µ(z(t)) è äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ
ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà F íà T ∗S, è èìåþùèìè âèä

dη

dt
= X(·), ω

(
ds

dt

)
= ι∂

P
F(·),

dP

dt
= −∂rgF(·) + ad ∗(ι∂

P
F(·)

)
.P,

(3.11)

è óðàâíåíèåì (3.9), êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïðîåêöèþ X(z) âåêòîðà
Y (z) íà T ∗X. Âû÷èñëèì X(z) â ïðåäïîëîæåíèÿõ 2 ðàçäåëà 2.3 â
êîîðäèíàòàõ q = (q1, . . . qn) ∈ Q íà O, òàêèõ ÷òî T ∗O ≃ Q× E∗.

Òåïåðü η ∼ (q, p) ñ
∗
oX(η) ∼ q, p ∈ E∗ è îòîáðàæåíèå ψ ïðèíèìàåò

âèä
ψ : (q, g, p,P) 7→ z òàêîå, ÷òî

∗
oS (z) = g.r(q)

è äëÿ v ∈ TS:
⟨z, v⟩ = ⟨p, w⟩+ ⟨P,ω(v)⟩,

ãäå w ∈ E � âåêòîð êîîðäèíàò íà πT (v) (γT (w) = πT (v)).
Ïåðåíåñåì åñòåñòâåííûå îïåðàöèè â T (T ∗S) íà èõ îáðàç ñ

ïîìîùüþ ïðåäûäóùèõ äèôôåîìîðôèçìîâ. Òîãäà δη ∼
((q, p), (δq, δp)) è, åñëè δz = ψT (q, g, p,P, δq, δg, δp, δP) çàäàíû â
T (T ∗U) ⊂ T (T ∗S), òî âìåñòî (2.8) èìååì

s = g.r(q), x = γ(q)

∗
oS (z) = g.r(q), χT (δz) = ((q, p), (δq, δp)), µT (δz) = δP,

∗
oS
T(δz) = ϑr(δg).s+ LT

g r
T (q, δq) ≡ δs,

ω(δs) = ϑr(δg) + Ad g.ωr

(
q, δq

)
, πT (δs) = γT (q, δq).

(3.12)
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Åñëè ìû âíîâü îáîçíà÷èì F = F ◦ψ, òîãäà δη ∼ ((q, p), (δq, δp))
è, åñëè (·) òåïåðü îçíà÷àåò (q, g, p,P):

dF (δz) = ∂qF(·)(δq) + ∂rgF(·)(ϑr(δg)) + ∂pF(·)(δp) + ∂
P
F(·)(δP),

òàê ÷òî âìåñòî (3.5), ïîëó÷èëîñü áû

dF (δz)=∇qF(·)(δq)+∂rgF(.)(ω(δs))+∂pF(·)(δp)+∂
P
F(·)(δP) (3.13)

ãäå ÷àñòíàÿ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ F â ñâÿçíîñòè îïðåäå-
ëåíà êàê

∇qF(·)(δq) = ∂qF(·)(δq)− ∂rgF(·)
(
Ad g.ωr(q, δq)

)
. (3.14)

Îòìåòèì, ÷òî, åñëè ìû ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå (q, g) 7→
F(q, g, p,P) äëÿ ôèêñèðîâàííûõ p è P êàê ëîêàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå îòîáðàæåíèÿ s 7→ f(s) = F(q, g, p,P), îïðåäåëåííîãî
äëÿ s ∈ U , òî ∂rgF(·) ∈ g∗ è ∇qF(·) ∈ E∗ � ïðîèçâîäíàÿ Ëè è
êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f, ñîãëàñíî [6] ðàçäåë 1.3, ôîðìóëû
(1.6) è (1.7) (è òàêæå ñâîåãî ðîäà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Ëè è
êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ F, çàâèñÿùàÿ îò ëîêàëüíîé òðèâè-
àëèçàöèè ïó÷êà). Íàïîìíèì, ÷òî G äåéñòâóåò íà ôóíêöèè F
íà T ∗S êàê F (h.z) = F(q, h.g, p,Ad ∗h.P) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
âåùåñòâåííàÿ (è ¾ïîëíàÿ¿) ïðîèçâîäíàÿ Ëè ôóíêöèè F , êîòî-
ðàÿ áûëà âû÷èñëåíà âûøå è áóäåò èñïîëüçîâàíà íèæå, îòëè÷íà
îò ∂rgF(.), íî

£GF (z) = ∂rgF(·)− ad ∗(ι∂
P
F(·)

)
.P. (3.15)

¾Âåêòîðíîå ïîëå¿ X ìîæåò áûòü îïèñàíî îòîáðàæåíèåì Q ×
G× E∗ × g∗ → Q× E∗ × E× E∗

(p, q) 7→ (q, p,Xq(·), Xp(·)) , ãäå Xq(q, p) = dq(X(·)) ∈ E è
Xp(·) = dp(X(·)) ∈ E∗.

46



Òîãäà
∗
oX
T(X(z)) ∼ (q,Xq(·)), è χX ∼ dp ∧ dq, òàê ÷òî

γX(X(z), δη) = ⟨Xp(·), δq⟩ − ⟨δp,Xq(·)⟩,
⟨P,Ad g.Ωr

( ∗
oX
T(X(z)),

∗
oX
T(δη)

)
⟩ = ⟨P,Ad g.Ωr

(
Xq(·), δq)⟩.

Òåïåðü óðàâíåíèå (3.9) çàïèñûâàåòñÿ äëÿ âñåõ δq ∈ E è âñåõ
δp ∈ E∗:

⟨Xp(·), δq⟩ − ⟨δp,Xq(·)⟩+ ⟨P,Ad g.Ωr

(
Xq(q, p), δq)⟩ =

= −⟨∇qF(·), δq⟩ − ⟨∂pF(·), δp⟩

Òîãäà

Xq(·) = ι∂pF(·),
Xp(·) = −∇qF(·)− ⟨P,Ad g.Ωr

(
ι∂pF(·), .)⟩, (3.16)

ãäå ι îáîçíà÷àåò èçîìîðôèçì g∗∗ → g òàêæå êàê è èçîìîð-
ôèçì E∗∗ → E è Ωr

(
ι∂pF(·), .) îáîçíà÷àåò îòîáðàæåíèå δq 7→

Ωr

(
ι∂pF(·), δq) èç E â g.

Ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî óðàâíåíèÿ äèíàìè-
êè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì c êîíôèãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì,
ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ãëàâíîå ðàññëîåíèå (S,X, π,G), îñíà-
ùåííîå ãëàâíîé äèíàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, ãàìèëüòîíèàí êîòî-
ðûõ � ôóíêöèÿ H íà T ∗S, èìåþò âèä
dp

dt
=−∇qH(·)−⟨P,Ad g.Ωr

(
ι∂pH(·), .)⟩, dP

dt
=−£GH(·),

dq

dt
= ι∂pH(·), ω

(
ds

dt

)
= ι∂

P
H(·),

(3.17)

ãäå H = H ◦ ψ.
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3.3. Ñêîáêà Ïóàññîíà. Ñêîáêà Ïóàññîíà äâóõ ôóíêöèé F
è G íà T ∗S îïðåäåëåíà êàê {F,G} = X

F
.G = dG (X

F
). Ïðèíè-

ìàÿ âî âíèìàíèå (3.13), ïðèìåíåííîå ê G è G = G ◦ ψ:

dG (δz)=∇qG(·)(δq)+∂rgG(·)(ω(δs))+∂pG(·)(δp)+∂P
G(·)(δP) =

=∇qG(·)(δq)+⟨∂rgG(·),ω(δs)⟩+⟨δp, ι ∂pG(·)⟩+⟨δP, ι ∂
P
G(·)⟩.

Íàì íàäî ïðèìåíèòü ýòó ôîðìóëó ñ

δq = Xq(·) = ι ∂pF(·),
δp = Xp(·) = −∇qF(·)− ⟨P,Ad g.Ωr(ι ∂pF(·), ·)⟩,

ω(δs) = U(z) = ι ∂
P
F(·),

δP = W (z) = −∂rgF(·) + ad ∗(ι ∂
P
F(·)

)
.P ≡ £GF (z),

(ñì. (3.15)) è çàòåì

∇qG(·)(δq) = ∇qG(·)(ι ∂pF(·)) = ⟨∂pF(·)),∇qG(·)⟩,
⟨∂rgG(·),ω(δs)⟩ = ⟨∂rgG(·), ι ∂P

F(·)⟩ = ⟨∂
P
F(·), ∂rgG(·)⟩ ≡

≡ ⟨∂
P
F(·),£GG(·)⟩+ ⟨P, [ι ∂

P
F(·), ι ∂

P
G(·)]⟩,

⟨δp, ι ∂pG(·)⟩=−⟨∇qF(·), ι ∂pG(·)⟩−⟨P,Ad g.Ωr

(
ι ∂pF(·), ι ∂pG(·)

)
⟩=

= −⟨∂pG(·),∇qF(·)⟩ − ⟨P,Ad g.Ωr

(
ι ∂pF(·), ι ∂pG(·)

)
⟩,

⟨δP, ι ∂
P
G(·)⟩ = −⟨∂rgF(·), ι ∂

P
G(·)⟩ − ⟨P, [ι ∂

P
F(·), ι ∂

P
G(·)]⟩ =

= −⟨∂
P
G(·), ∂rgF(·)⟩ − ⟨P, [ι ∂

P
F(·), ι ∂

P
G(·)]⟩ ≡ −⟨∂

P
G(·),£GF(·)⟩.

Íàêîíåö, â îáëàñòè êîîðäèíàò q, g, p,P, ëîêàëüíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà íà T ∗S ìîãóò ïðèíèìàòü äâå ýêâèâàëåíò-
íûå ôîðìû (3.18) è (3.19), ïðèâåäåííûå íèæå

{F,G} = ⟨∂pF(·),∇qG(·)⟩ − ⟨∂pG(·),∇qF(·)⟩−

−⟨P,Ad g.Ωr

(
ι ∂pF(·), ι ∂pG(·)

)
⟩+ ⟨∂

P
F(·), ∂rgG(·)⟩−

−⟨∂
P
G(·), ∂rgF(·)⟩ − ⟨P, [ι ∂

P
F(·), ι ∂

P
G(·)]⟩.

(3.18)
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{F,G} = ⟨∂pF(·),∇qG(·)⟩ − ⟨∂pG(·),∇qF(·)⟩−

−⟨P,Ad g.Ωr

(
ι ∂pF(·), ι ∂pG(·)

)
⟩+ ⟨∂

P
F(·),£GG(·)⟩−

−⟨∂
P
G(·),£GF(·)⟩+ ⟨P, [ι ∂

P
F(·), ι ∂

P
G(·)]⟩.

(3.19)

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.14) äëÿ G, íàõîäèì,
íàïðèìåð, ÷òî

⟨∂pF(·),∇qG(·)⟩ = ⟨∇qG(·), ι∂pF(·)⟩
= ⟨∂pF(·), ∂qG(·)⟩ − ⟨∂rgG(·),Ad g.ωr(q, ι∂pF(·))⟩

è ïåðâàÿ ñòðîêà â (3.18) èëè (3.19) èìååò âèä

⟨∂pF(·),∇qG(·)⟩−⟨∂pG(·),∇qF(·)⟩−⟨P,Ad g.Ωr

(
ι ∂pF(·), ι ∂pG(·)

)
⟩=

=⟨∂pF(·), ∂qG(·)⟩−⟨∂pG(·), ∂qF(·)⟩+⟨∂rgF(·),Ad g.ωr(q, ι∂pG(·))⟩−
−⟨∂rgG(·),Ad g.ωr(q, ι∂pF(·))⟩ − ⟨P,Ad g.Ωr

(
ι ∂pF(·), ι ∂pG(·)

)
⟩

Ñëàãàåìûå

⟨∂pF(·),∇qG(·)⟩−⟨∂pG(·),∇qF(·)⟩−⟨P,Ad g.Ωr

(
ι ∂pF(·), ι ∂pG(·)

)
⟩

â (3.18) è (3.19) ïðåäñòàâëÿþò ñêîáêó Ïóàññîíà ¾íà áàçå¿ ðàñ-
ñëîåíèÿ, ìîäèôèöèðîâàííîãî çà ñ÷åò ïðèñóòñòâèÿ ïðîèçâîä-
íîé ∇ ñ ôîðìîé ñâÿçíîñòè è ñî ñëàãàåìûì, ñâÿçàííûì ñ êðè-
âèçíîé. Îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå � ñêîáêè Ïóàññîíà ¾íà ñëîÿõ¿ è
âûãëÿäÿò êàê ñêîáêè Ïóàññîíà, ïîÿâëÿþùèåñÿ â [5], ðàçäåë 7.

Ñêîáêà Ïóàññîíà, îïðåäåëåííàÿ êàê (3.18), èíâàðèàíòíà ïîä
åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì ñëåâà G íà T ∗S.

Èçîìîðôèçì
∗
ı èç ðàçäåëà 2.1 ïðåîáðàçóåò ëåâîå äåéñòâèå

ãðóïïû G íà T ∗S â äåéñòâèå ãðóïïû G íà S× T ∗X× g∗, îïðåäå-
ëåííîå êàê a.(s, ξ,u) = (a.s, ξ,Ad ∗a.u), äëÿ a ∈ G. Â ïåðåìåí-
íûõ (q, g, p,P) ïîëó÷àåì a.(q, g, p,P) = (q, a.g, p,Ad ∗a.P), òàê
÷òî ãðóïïà G äåéñòâóåò íà ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà T ∗S êàê

a.F(q, g, p,P) = F(q, a−1.g, p,Ad ∗a−1.P).
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Âû÷èñëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíâàðèàíòíîñòè,
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïðàæíåíèå èç äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ. Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü F = a.F , G = a.G äëÿ ôèêñèðî-
âàííûõ a ∈ G è ïðîâåðèòü ñëàãàåìîå çà ñëàãàåìûì ñîîòíîøåíèÿ
{F ,G} = {F ,G}.

4. Âûâîä óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà èç âàðèàöèîííî-

ãî ïðèíöèïà. Òåïåðü äàâàéòå ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèîííîå
ïðîñòðàíñòâî - âðåìÿ T ∗S × R, çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè äèôôå-
ðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà H : T ∗S× R → R è äèôôå-
ðåíöèàëüíóþ ôîðìó íà T ∗S× R, îïðåäåëåííóþ êàê

α = pr∗1ℓS −H(z, t) dt

ãäå pr1 � ïðîåêöèÿ T
∗S× R íà T ∗S.

Ýòà ôîðìà, èçâåñòíàÿ êàê ¾èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò Ïóàí-
êàðå - Êàðòàíà¿, íå ÷òî èíîå êàê êîíòàêòíàÿ ôîðìà íà êîíôè-
ãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ¾ïðîñòðàíñòâî - âðåìÿ¿. Äèíàìè÷å-
ñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè ãàìèëüòîíîâûõ ñè-
ñòåì îïðåäåëåíû àññîöèèðîâàííûì âåêòîðíûì ïîëåì íà T ∗S×
R, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé α(Z) = 1 è iZ(dα) = 0 �
ñì., íàïðèìåð, [7], ãëàâà VII èëè [8].

Íà÷èíàÿ îòñþäà áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, ïðèìåíÿå-
ìûå ìåõàíèêàìè, è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèåì t (∈ I) 7→ z(t) (∈ T ∗S), ãäå
I ⊂ R � îòêðûòûé èíòåðâàë. Ïðîåêöèÿ t 7→ s(t) =

∗
oS z(t) íà S

îïèñûâàåò ïîëîæåíèå ñèñòåìû âî âðåìÿ äâèæåíèÿ.
Âàðèàöèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè íà

èíòåðâàëå [to, t1 ] ⊂ I áóäåò îïðåäåëåíà äèôôåðåíöèðóåìûì, íà-
ïðèìåð, êëàññà C2, îòîáðàæåíèåì t 7→ zε(t) = z(t, ε), îïðåäåëåí-
íûì íà t ∈ [to, t1 ] è ε â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ â R, ñêàæåì,
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−1 < ε < +1, òàê ÷òî
zo(t) = z(t) äëÿ âñåõ t ∈ [to, t1],

zε(to) = z(to) äëÿ −1 < ε < +1,

zε(t1) = z(t1) äëÿ −1 < ε < +1.

Òîãäà îáîçíà÷èì t 7→ sε(t) = s(t, ε) =
∗
oS z(t, ε) âàðèàöèþ ïðîåê-

öèè íà S.
Ñ ëþáîé âàðèàöèåé ñâÿæåì ïîäíÿòèå äâèæåíèÿ íà T (T ∗S) :

t 7→ δz(t) ∈ Tz(t)(T
∗S) è ïîäíÿòèå δs(t) ∈ Ts(t)S, îïðåäåëåííîå

äëÿ t ∈ [to, t1] êàê

δz(t) =

[
∂

∂ε
z(t, ε)

]
ε=0

, δs(t) =

[
∂

∂ε
s(t, ε)

]
ε=0

.

Åñëè z(t) ðàñïîëàãàåòñÿ â îáëàñòè T ∗U , îïèñàííîé äèôôåî-
ìîðôèçìîì ψ â ðàçäåëå 2.3, ôîðìóëà (2.7) (ñêàæåì, êîãäà t ∈
[τo, τ1 ]), òî ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ t 7→
g(t) ∈ G, t 7→ η(t) ∈ T ∗X, è t 7→ P(t) ∈ g∗, îïðåäåëåííûå äëÿ
t ∈ [τo, τ1 ], òàêèå ÷òî

z(t) = ψ
(
g(t),η(t),P(t)

)
.

Èç âàðèàöèè ìû ìîæåì âûâåñòè îòîáðàæåíèÿ t 7→ gε(t) ∈ G,
t 7→ ηε(t) ∈ T ∗X è t 7→ Pε(t) ∈ g∗, õîðîøî îïðåäåëåííûå äëÿ
t ∈ [τo, τ1 ] è ε â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, è ïîëîæèòü

δg(t)=

[
∂

∂ε
gε(t)

]
ε=0

, δη(t)=

[
∂

∂ε
ηε(t)

]
ε=0

, δP(t)=

[
∂

∂ε
Pε(t)

]
ε=0

,

òàê ÷òî δg(t) ∈ Tg(t)G, δη(t) = χT (δz(t)) ∈ Tη(t)
(
T ∗X

)
, δP(t) =

dµ(δz(t)) ∈ g∗).
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Äëÿ âñÿêîãî äâèæåíèÿ è ëþáîãî èíòåðâàëà [to, t1 ] äåéñòâèå
íà èíòåðâàëå áóäåò îïðåäåëåíî êàê

St0
t1
(z) =

∫ t1

to

(
ℓS
(
ż(t)

)
−H

(
z(t), t

))
dt,

ïðè÷åì êàæäîé âàðèàöèè ñîîòâåòñòâóåò âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ

St0
t1
(z, ε) =

∫ t1

to

(
ℓS
(
żε(t)

)
−H

(
zε(t), t

))
dt, −1 < ε < +1.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ýòîãî ðàçäåëà îïèðà-
åòñÿ íà ñëåäóþùóþ òåõíè÷åñêóþ ëåììó, êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ
â ïðèëîæåíèè:

Ëåììà 5 Ïóñòü M � ìíîãîîáðàçèå è β � 1-ôîðìà íà M,
ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó C∞. Ñî âñÿêîé äèôôåðåíöèðóåìîé êðè-
âîé t 7→ c(t) â M, îïðåäåëåííîé íà îòêðûòîì èíòåðâàëå I ⊂ R,
è ñî âñÿêèì èíòåðâàëîì [to, t1 ] ⊂ I íà M ñâÿæåì äåéñòâèå

J t1
to (c) =

∫ t1

to

β(ċ(t)) dt.

Òîãäà äëÿ âñåõ äèôôåðåíöèðóåìûõ âàðèàöèé t 7→ cε(t) íà èí-
òåðâàëå [to, t1 ] ⊂ I èìååì[

d

dε
J t1

to (cε)

]
ε=0

=

∫ t1

to

d β
(
δc(t), ċ(t)

)
dt+ β(δc(t1))− β(δc(to)),

ãäå

δc(t) =

[
d

dε
cε(t)

]
ε=0

.

Òåîðåìà 4.1 Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè (3.17) êîíñåðâàòèâíîé
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî êî-
òîðîé ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ðàññëîåíèåì (S,X, π,G), îñíàùåííûì

52



ñâÿçíîñòüþ, è äëÿ êîòîðîé ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ðàâíà H, ìî-
æåò áûòü âûâåäåíî èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà

δ

∫ t1

to

(
ℓS
(
ż(t)

)
−H

(
z(t), t

))
dt = 0,

òî÷íûé ñìûñë êîòîðîãî òàêîâ: Äëÿ âñåõ âàðèàöèé ñ ôèêñèðî-
âàííûìè êîíöàìè äâèæåíèÿ t 7→ z(t):[

d

dε
St0
t1
(z, ε)

]
ε=0

= 0.

2Íàì íàäî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ

d

dε

∫ t1

to

(
ℓS
(
żε(t)

)
−H

(
zε(t), t

))
dt=

∫ t1

to

∂

∂ε

[(
ℓS
(
żε(t)

)
−H

(
zε(t), t

))]
dt

ïðè ε = 0 (åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ôóíêöèè äèôôåðåí-
öèðóåìû è ïðèíàäëåæàò, ñêàæåì, êàê ìèíèìóì êëàññó C1, òî
ìîæíî âíåñòè îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîä çíàê èíòåãðà-
ëà). Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî
z(t) ∈ T ∗U äëÿ t ∈ [t0, t1 ], è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (3.1) :

ℓS = χ∗ℓX + ⟨P, o∗
S
ω⟩.

Ïðåæäå âñåãî èç ëåììû 5, ïðèìåíåííîé ê êðèâîé t 7→ z(t) è ê
β = χ∗ℓX , ìû âûâîäèì, ÷òî[

d

dε

∫ t1

to

χ∗ℓX
(
żε(t) dt

]
ε=0

=

∫ t1

to

χ∗dℓX(δz(t), ż(t) dt =

=

∫ t1

to

dℓX(δη(t), η̇(t)) dt.

Äàëåå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (·) = (g(t),η(t),P(t)), èìååì[
d

dε
H
(
zε(t)

]
ε=0

= ∂rgH(·)
(
ω(δs)

)
+ ∂ηH(·)(δη)−

−∂rgH(·)
(
Ad g.ωr(

∗
oX δη)

)
+ ∂

P
H(·)(δP).
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Ïîëîæèì α = o∗
S
ω (ïðîîáðàç ω ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ

∗
oS

2,
òàê ÷òî α � g-çíà÷íàÿ 1-ôîðìà íà T ∗S). Òîãäà èç óðàâíåíèÿ
Êàðòàíà äëÿ êðèâèçíû ñëåäóåò, ÷òî

dα = [α, α] + o∗
S
Ω.

Ïóñòü ζ : [t0, t1 ]×] − 1,+1[→ T ∗S � îòîáðàæåíèå, òàêîå ÷òî
ζ(t, ε) = zε(t). Èç ïðåäûäóùåãî ñîîòíîøåíèÿ ìû âûâîäèì

d ζ∗α = [ζ∗α, ζ∗α] + ζ∗o∗
S
Ω,

è âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ âûðàæåíèÿ dε ∧ dt ïðèâîäèò ê

∂

∂ε
α
(∂ζ
∂t

)
− ∂

∂t
α
(∂ζ
∂ε

)
=

[
α
(∂ζ
∂ε

)
, α

(∂ζ
∂t

)]
+Ω

( ∗
oS
T ∂ζ

∂ε
,
∗
oS
T ∂ζ

∂t

)
Åñëè ìû ïðåîáðàçóåì â òî÷êå (t, 0) ñîîòíîøåíèå[

∂

∂ε
o∗
S
ω(ż(t))

]
ε=0

=
d

dt
o∗
S
ω(δz(t))+

+
[
o∗
S
ω(δz(t)), o∗

S
ω(ż(t))

]
+Ω

( ∗
oS
T (δz(t)),

∗
oS
T (ż(t))

)
,

òî òàêèì æå âû÷èñëåíèåì, ÷òî è â ëåììå 3, ïîëó÷àåì

Ω
( ∗
oS
T (δz(t)),

∗
oS
T (ż(t))

)
= Ω

(
δs(t),ω(ṡ(t))

)
=

= Ad g.Ω
( ∗
oX

T (δη(t)),
∗
oX

T (η̇(t))
)

Ñëåäîâàòåëüíî,[
∂
∂ε
o∗
S
ω(żε(t))

]
ε=0

= d
dt
ω(δs(t))+

[
ω(δs(t)),ω(ṡ(t))

]
+Ω

(
δs(t), ṡ(t)

)
,[

∂
∂ε
⟨µ(zε(t)), o∗Sω(żε(t))⟩

]
ε=0

= ⟨P, d
dt
ω(δs(t)) +

[
ω(δs(t)), ṡ(t)

]
⟩+

+ ⟨P,Ad g.Ω
( ∗
oX

T (δη(t)),
∗
oX

T (η̇(t))
)
⟩+ ⟨δP,ω(ṡ(t))⟩,

2Àáñîëþòíî êîððåêòíîå îòîáðàæåíèå òðåáóåò äâóõ çâåçäî÷åê! (Ïðèìå÷.
àâòîðà)
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òàê êàê ñîãëàñíî âû÷èñëåíèÿì, àíàëîãè÷íûì âû÷èñëåíèÿì èç
ëåììû 3

Ω
(
δs(t), ṡ(t)

)
= Ad g.Ω

( ∗
oX

T (δη(t)),
∗
oX

T (η̇(t))
)
.

Âûïîëíèì òåïåðü èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì∫ t1

to

⟨P, d
dt

ω(δs)⟩ dt = −
∫ t1

to

⟨ d
dt

P,ω(δs)⟩ dt,

ïîñëå ÷åãî óñëîâèå òåîðåìû ïðèíèìàåò âèä: Äëÿ âñåõ âàðèàöèé
íà èíòåðâàëå [to, t1 ]∫ t1

to

[
⟨δP,ω(ṡ(t))⟩ − ⟨∂

P
H(·), δP⟩

]
dt =

+

∫ t1

to

[
− ⟨dP

dt
,ω(δs)⟩+ ⟨P, [ω(δs),ω(ṡ)]⟩ − ∂rgH(·)

(
ω(δs)

)]
dt+

+

∫ t1

to

[
dℓX(δη, η̇) + ⟨Ad g.Ω

( ∗
oX

T (δη),
∗
oX

T (η̇)
)
⟩ − ∂ηH(·)(δη)+

+∂rgH(·)
(
Ad g.ωr(

∗
oX δη)

)]
dt = 0

Åñëè ìû ïîñëåäîâàòåëüíî âîçüìåì âàðèàöèè, òàêèå ÷òî

• äëÿ t ∈ [to, t1 ], ω(δs(t)) = 0, δη(t) = 0 è δP(t) � ïðîèçâîëü-
íàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â g∗,

• äëÿ t ∈ [to, t1 ], δP(t) = 0, δη(t) = 0 è ω(δs(t)) � ïðîèçâîëü-
íàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â g,

òî ìû âûâåäåì äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ (3.11). Ïîýòîìó âàðè-
àöèîííûé ïðèíöèï ýêâèâàëåíòåí ýòèì äâóì óðàâíåíèÿì âìåñòå

55



ñ îáðàùåíèåì â íóëü ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà äëÿ âñåõ δη(t). Åñ-
ëè ìû îïðåäåëèì ¾âåêòîðíîå ïîëå¿ X êàê â (3.9), òî ïîñëåäíåå
óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: äëÿ âñåõ δη(t)∫ t1

to

[
γ̄X(δη, η̇) + γ̄X(X(z), δη)

]
dt =

∫ t1

to

γ̄X(X(z)− η̇, δη) dt = 0.

Â ñèëó ñâîéñòâà èç ëåììû 2 è òîãî, ÷òî δη ìîæåò áûòü ëþáîé
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé, çàäàííîé íà ]to, t1 [, èç ïðåäûäó-
ùåãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî X(z)− η̇ = 0.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî â îòëè÷èå îò âûâîäà óðàâíåíèé Ýéëå-
ðà (1.1) äëÿ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà, èçëîæåííîãî
â [6], ðàçäåë 2.1, äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà íå òðåáóåò
äèôôåðåíöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ñâÿçûâàþùèõ âàðèàöèè δz.

5. Ïðèëîæåíèå. Äîêàçàòåëüñòâ ëåììû 5.

2Ïðåæäå âñåãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ t ∈ [a, b] òî÷êà c(t)
ïðèíàäëåæèò îáëàñòè U ñ êîîðäèíàòàìè xi, i = 1, . . . ,m. Òîãäà
÷àñòü êðèâîé c äëÿ a ≤ t ≤ b áóäåò îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ
îòîáðàæåíèÿ t 7→ x(t)(∈ Rm). Ëîêàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ β, dβ
è J b

a (c) â U èìåþò âèä

β|U =
m∑
j=1

Aj(x) dx
j, dβ|U =

∑
i<j

(
∂Aj

∂xi
(x)− ∂Ai

∂xj
(x)

)
dxi∧dxj,

J b
a (c) =

∫ b

a

m∑
j=1

Aj(x(t)) ẋ
j(t) dt.

Ïóñòü cε(t) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ, ñêàæåì, êëàññà C2, âàðèàöèÿ
c(t), îïðåäåëåííàÿ äëÿ çíà÷åíèé ε â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ
â R, ñêàæåì, äëÿ −1 < ε < +1. Òàê êàê c

(
[a, b]

)
� êîìïàêò, òî

íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè t ∈ [a, b], êðèâàÿ cε(t) òàêæå ðàñ-
ïîëàãàåòñÿ â U äëÿ ε èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïîýòîìó
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âñåãäà èìååò ñìûñë âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

J b
a (cε) =

∫ b

a

m∑
j=1

Aj(xε(t)) ẋ
j
ε(t) dt, (⋆)

è ïðîñòûì âû÷èñëåíèåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî[ ∂
∂ε

m∑
j=1

Aj(xε(t)) ẋ
j
ε(t)

]
ε=0

= dβ
(
δc(t), ċ(t)

)
+
d

dt
β(δc(t))

äëÿ t ∈ [a, b]. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî ε ïîä èíòåãðàëîì (⋆),
ìû âûâîäèì, ÷òî[

d

dε
J b

a (cε)

]
ε=0

=

∫ b

a

dβ
(
δc(t), ċ(t)

)
dt+ β(δc(b))− β(δc(a)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû â îáùåì âèäå çàìåòèì, ÷òî òàê êàê
êðèâàÿ c

(
[to, t1 ]

)
êîìïàêòíà, òî å¼ ìîæíî íàêðûòü êîíå÷íûì

÷èñëîì îáëàñòåé Uν ñ ñèñòåìàìè êîîðäèíàò íà ìíîãîîáðàçèè M
è ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ao = to <
a1 < a2 · · · < ap < t1 = ap+1, òàêóþ ÷òî

∀ i = 1, . . . p, ∃ ν = ν(i) : c
(
[ai, ai+1]

)
⊂ Uν(i).

Åñëè ìû ðàññìîòðèì âàðèàöèþ cε(t), òî äëÿ çíà÷åíèé ε èç
îêðåñòíîñòè íóëÿ èìååì cε

(
[ai, ai+1]

)
⊂ Uν(i) äëÿ i = 0, . . . , p, è

ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû ê êàæäîìó èç
èíòåðâàëîâ, ÷òîáû íàéòè

J t1
to (cε) =

∫ t1

to

β(ċε(t)) dt =

p∑
k=0

∫ ak+1

ak

β(ċε(t)) dt,[
d

dε
J t1

to (cε)

]
ε=0

=
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=

p∑
k=0

(∫ ak+1

ak

dβ(δc(t), ċ(t)) dt+ β(δc(ak+1))− β(δc(ak))

)
=

=

∫ t1

to

dβ(δc(t), ċε(t)) dt+ β(δc(t1))− β(δc(to)).
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Ðèñ. 1: Èçîìîðôèçì i èç TS íà S×XTX× g
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Ðèñ. 2: Èçîìîðôèçì
∗
ı èç T ∗S íà S×XT

∗X× g∗
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↕

S×XT (T
∗X)× g× (g∗ × g∗)

∗
ı=

∗
oS×χ× µ

Ðèñ. 3: Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå ìíîãîîáðàçèÿ T ∗S

-i

-
∗
ı T

-ν

?

∗
o T

S

?

oS×
∗
o T

X
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∗
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∗
ı T =

∗
o T

S
× χT × µT

↕
S×XT (T

∗X)× g× (g∗ × g∗)

i = oS× πT× ω

Ðèñ. 4: Êàñàòåëüíûé ïó÷îê ê ïó÷êó (T ∗S,S, ∗oS)
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