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Конкурентное равновесие
Теорема Какутани

Определение. Если X  и Y  – множества, то функция F:X(2Y называется точечно-множественным отображением из X в Y.

Определение. Множество точек {(x,y): x(X, y(F(x)} называется графиком точечно-множественного отображения F:X(2Y.

Определение. Точечно-множественное отображение F называется замкнутым, если его график замкнут.

Определение. Точка x называется неподвижной точкой точечно-множественного отображения F:X(2X, если x(F(X).

Теорема (Какутани, 1941 г). Пусть X(Rn – непустое компактное выпуклое множество, а F:X(2X  – многозначное отображение, удовлетворяющее условиям:

А) для любой точки x(X множество F(x) не пусто, выпукло и компактно;

Б) отображение F замкнуто.

Тогда отображение F имеет неподвижную точку.

Существование конкурентного равновесия
Пусть L={1,…,l} – множество различных товаров. Обозначим 
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 – стандартный симплекс в 
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, а 
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 – его внутренность.
Ограничение функции избыточного спроса на ( обладает свойствами, сформулированными в следующей лемме.

Лемма. Функция избыточного спроса неоклассической экономики обладает следующими свойствами:

1. ( непрерывна и ограничена снизу;

2. для ( выполняется закон Вальраса, то есть p((p)=0 для любой цены p из S;

3. если последовательность pt состоит из векторов, принадлежащих S, и сходится к p, а i-я компонента вектора p положительна, то последовательность, состоящая из i-ых компонент векторов ((pt) ограничена;

4. если последовательность pt состоит из векторов, принадлежащих S, сходится к p, и, по крайней мере, одна компонента вектора p равна нулю, то последовательность ((pt) не ограничена.
Доказательство следует и предыдущей леммы.
Теорема. Всякая неоклассическая экономика обмена имеет равновесную цену.

Доказательство. Определим отображение 
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 следующими условиями:

1) если p(S, то положим 
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2) если p((\S, то положим 
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Очевидно, что ((p)(( при любой цене p.
Зададим теперь точечно-множественное отображение (:(((, положив 
((p)={q((: qk=0, если k(((p)}.

При каждом p множество ((p) представляет собой грань симплекса (, то есть выпуклое компактное множество. 

Покажем, что отображение (  замкнуто. Пусть все члены последовательности (p1,(1), (p2,(2),…, (pt,(t),… принадлежат графику отображения (, pt(p и (t(( при t((. Нам нужно доказать, что (p,() принадлежит графику отображения (. Рассмотрим три случая.
Случай 1: p(S. 
При этом условии, не ограничивая общности, можно считать, что все pt принадлежат S. Пусть k(((p). Это значит, что 
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. Но тогда в силу непрерывности функции избыточного спроса 
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 для достаточно больших t. Следовательно, для этих t выполняются условия k(((pt) и 
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. В силу условия (t((, тогда (k=0. Итак, (k=0 для всех k(((p), что по определению означает, что ((((p), или, что пара (p,() принадлежит графику отображения (.
Случай 2: p(S, но последовательность pt содержит подпоследовательность, лежащую в S.
Тогда, не ограничивая общности, можно считать, что вся последовательность pt принадлежит S, а у вектора p первые r компонент равны нулю, а остальные строго положительны. Тогда в силу условия 3 предыдущей леммы последовательности 
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 ограничены при i>r, а в силу условия 4 той же леммы, последовательность векторов 
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 не ограничена. Но тогда для i>r и достаточно больших t выполняются неравенства 
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. Это означает, что для таких t имеет место включение ((pt)({1,…,r}, а значит ((pt)(((p) и (t(((p) для достаточно больших t. В силу компактности множества ((p) и условия (t((, вновь получаем, что ((((p), или, что пара (p,() принадлежит графику отображения (.
Случай 3: p(S, и лишь конечное число членов последовательности pt содержатся в S.
Вновь, не ограничивая общности, можно считать, что у вектора p первые r компонент равны нулю, а остальные строго положительны. Тогда при достаточно больших t и у векторов pt строго положительны все компоненты, за исключением, быть может, первых r. Это означает, что при достаточно больших t из условия (t(((p t) следует условие 
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 для всех i>r. Переходя в этих равенствах к пределу при t((, получим (i=0 для всех i>r, то есть ((((p).
Все возможные случаи рассмотрены, и замкнутость отображения (  доказана.
Итак, построенное отображение (  удовлетворяет всем условиям теоремы Какутани. Следовательно, оно имеет, по крайней мере, одну неподвижную точку p.
Если p(S, то в силу определения отображения ( для всех k(((p) выполняются равенства pk=0. С другой стороны, так как p(((p), то по определению отображения (  для всех k(((p) имеют место равенства pk=0. Значит, p=0, что противоречит тому, что p((.

Полученное противоречие доказывает, что p(S, то есть pk>0 для всех k. Это значит, что ((p)=L, то есть 
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 для всех i. Тогда из закона Вальраса получаем, что ((p)=0, что и требовалось доказать.
Эффективность вальрасовского равновесия
Определение. Набор (x1,…,xn) векторов 
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, называется распределением в экономике обмена 
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Лемма. Если (y1,…,yn) – распределение, то 
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 для любого вектора цен p.
Доказательство получается умножением равенства 
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 на вектор p.
Определение. Распределение (x1,…,xn) называется эффективным, если не существует распределения (y1,…,yn), для которого выполняются условия

а) yi
[image: image20.wmf]f

ixi для всех i=1,…,n,
б) yi
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ixi для некоторого i.
Определение. Распределение (x1,…,xn) называется эффективным, если не существует распределения (y1,…,yn), для которого выполняются условия xi
[image: image22.wmf]f

iyi для всех i=1,…,n.

Теорема. Если p – равновесная цена, то (x1(p),…,xn(p)) – эффективное распределение.

Доказательство. Допустим противное. Пусть существует распределение (y1,…,yn) для которого yi
[image: image23.wmf]f

ixi(p) для всех i=1,…,n и yk
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ixk(p). В силу определения вектора xk(p) выполняется неравенство pyk>pxk(p).
Пусть vi – экстремально желательный вектор для предпочтения 
[image: image25.wmf]f

i. Тогда для любого ( выполняются условия y i+(v i=((y i+v i)+(1–()y i
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ixi(p). В силу определения вектора xi(p) должно выполняться неравенство p(yi+(vi)>pxi(p). Переходя в этом равенстве к пределу при (((, получим pyi≥pxi(p).
Складывая полученные неравенства, получим 
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, что противоречит предположению о том, что (y1,…,yn) – распределение.
Устойчивость вальрасовского равновесия.
Определение. Распределение (y1,…,yn) доминирует распределение (x1,…,xn) по коалиции K, если выполняются два условия
а) 
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б) yi
[image: image30.wmf]f

ixi для всех i(K.
Определение. Распределение (y1,…,yn) доминирует распределение (x1,…,xn), если найдется такая коалиция K, что (y1,…,yn) доминирует распределение (x1,…,xn) по коалиции K.
Определение. C-ядром экономики распределения 
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 называется множество недоминируемых распределений.

Теорема. Если p – равновесная цена, то распределение (x1(p),…,xn(p)) принадлежит C-ядру.

Доказательство. Допустим противное. Пусть существует распределение (y1,…,yn), которое доминирует распределение (x1(p),…,xn(p)) по коалиции K. В силу определения вектора xk(p) выполняется неравенство pyk>pxk(p) для всех k(K. Суммируя эти равенства получим 
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, что противоречит равенству 
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Производственные предприятия
Определение. Множество 
[image: image34.wmf]l

Y

Ì

¡

 называется технологическим, если выполняются следующие условия 
1. Y замкнуто;

2. Y выпукло;

3. 
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4. Y ограничено сверху, то есть найдется вектор a, для которого a≥y для любого y(Y.
Лемма. Пусть Y – технологическое множество, а p – строго положительная цена. Тогда существует вектор y(Y, реализующий максимум прибыли 
[image: image36.wmf]max
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Доказательство. Так как 0((Y, оптимальное значение критерия не отрицательно. Множество {y: py≥0, a≥y} замкнуто и ограничено. Доказательство этого факта аналогично доказательству соответствующей леммы из предыдущей лекции.
· Картинка.

Поэтому множество 
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 компактно. А значит, линейная функция достигает на нем своего максимума, который и будет искомым.

Определение. Эффективной границей технологического множества Y называется множество точек y, для которых {z(Y: z≥y}={y}.

Определение. Технологическое множество Y называется строго выпуклым, если для любых двух точек x и y его эффективной границы и любого числа (((0,1) точка (x+(1–()y принадлежит относительной внутренности множества Y.

Лемма. Если технологическое множество строго выпукло, то для любой цены p со строго положительными компонентами функция прибыли py имеет единственную точку максимума y(p).

Функция y(p) называется функцией предложения.
Лемма. Функция y(p) непрерывна, ограничена сверху и однородна степени 0.

Доказательство. Непрерывность следует из леммы о замкнутом графике. Ограниченность следует из ограниченности сверху технологического множества. Однородность проверяется непосредственно.

Лемма. Пусть последовательность pt состоит из векторов с положительными компонентами и сходится к p. Если i-я компонента вектора p положительна, то последовательность соответствующих компонент векторов y(pt) ограничена.

Доказательство. По определению последовательность y(pt) ограничена сверху. Предположим, что последовательность ее i-ых компонент не ограничена снизу. Тогда, не ограничивая общности, можем считать, что она стремится к –(. Отсюда получим
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что противоречит условию piy(pt)≥0.
Неоклассические экономики с производством

Определение. Неоклассической экономикой с частной собственность на средства производства называется набор 
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, где N={1,…,n} – конечное множество, называемое множеством потребителей, 
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 – неоклассическое предпочтение на 
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i-го потребителя, (i – вектор запасов i-го потребителя (i=1,…,n), M={1,…,m}– множество производственных предприятий, Yj – строго выпуклое технологическое множество j-го предприятия, (ij – доля i-го потребителя в капитале j-го предприятия, если вектор 
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 имеет строго положительные компоненты, числа (ij  неотрицательны и 
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 для любого j=1,…,m.

Определение. Доходом i-го потребителя при цене p называется величина 
[image: image44.wmf]1
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, где yj(p) – функция спроса, соответствующая цене p и технологическому множеству Yj.

Определение. Бюджетным множеством i-го потребителя называется множество 
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Лемма. Неоклассическое предпочтение 
[image: image46.wmf]i
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 имеет единственный максимальный элемент xi(p) на множестве Bi(p).
Определение. Функция избыточного спроса в экономике с частной собственностью на средства производства определяется условием
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Лемма. Функция избыточного спроса неоклассической экономики обладает следующими свойствами:

1. ( является положительно однородной степени 0;

2. ( непрерывна и ограничена снизу;

3. для ( выполняется закон Вальраса, то есть p((p)=0 для любой цены p;

4. если последовательность pt состоит из векторов с положительными компонентами и сходится к p, а i-я компонента вектора p положительна, то последовательность, состоящая из i-ых компонент векторов ((pt) ограничена;

5. если последовательность pt состоит из векторов с положительными компонентами и сходится к p, и, по крайней мере, одна компонента вектора p равна нулю, то последовательность ((pt) не ограничена.
Доказательство следует из лемм, доказанных выше.
Определение. Строго положительный вектор p называется равновесной ценой для неоклассической экономики с частной собственностью на средства производства, если ((p)=0.
Теорема. Всякая неоклассическая экономика с частной собственностью на средства производства имеет равновесную цену.

Доказательство дословно повторяет доказательство аналогичной теоремы для неоклассической экономики обмена, поскольку последнее опиралось только на свойства функции избыточного спроса, перечисленные в предыдущей лемме.
Пример
Продолжим рассмотрение модели из предыдущей лекции. Функции спроса в нем определяются условиями
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 i=1,…,l.

Рассмотрим задачу поиска минимума функции 
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Минимум этой функции достигается. В самом деле, Пусть p1,p2,… – минимизирующая последовательность. Поскольку она ограничена, из нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность. Не ограничивая общности, можем считать, что сама последовательность сходится к вектору цен p. Так как компонента xi(pt) стремится к +(, если соответствующая компонента векторов pt стремится к 0, вектор p имеет строго положительные компоненты. Следовательно, в силу непрерывности,
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Необходимым условием минимума является выполнение равенств

[image: image51.wmf]1

()max(),1,...,.

ij

jl

ppil

zz

££

==


В самом деле, если 
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, то рассмотрим вектор цен p+(ei, где ei – единичный вектор, а ( – положительное число. Тогда, очевидно, для j(i, будем иметь (j(p+(ei)<(j(p). Если ( достаточно мало, то 
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. Значит ((p+(ei)<((p), откуда следует, что p не является точкой минимума.
Из закона Вальраса теперь легко следует, что точка минимума функции ((p) является равновесной ценой
· Товары Гиффина
Задачи

1. Докажите, что в неоклассической экономике каждое слабо эффективное распределение является эффективным.
2. Предположим, что в экономике обмена для каждого потребителя существует экстремально желательный вектор. Покажите, что распределение (x1,…,xn) представляет собой вальрасовское равновесие относительно некоторой цены p>0 тогда и только тогда, когда условие 
[image: image54.wmf]ii
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 влечет за собой px>p(i.

3. Рассмотрим экономику обмена с n участниками, каждый из которых имеет один и тот же начальный запас ( и одно и то же строго выпуклое предпочтение. Докажите, что единственным индивидуально рациональным распределением является набор ((,…,().

4. Рассмотрим экономику обмена с n участниками, каждый из которых имеет один и тот же начальный запас ( и одно и то же неоклассическое предпочтение. Докажите, что единственным вальрасовским распределением является набор ((,…,().

5. Пусть ( – функция избыточного спроса в неоклассичекой экономике обмена  и для некоторого вектора p со строго положительными компонентами выполняется неравенство ((p)≥0. Докажите, что тогда p – равновесная цена.
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