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Модель управления производственными мощностями
Постановка задачи
Пусть заданы следующие параметры задачи.
1. Интервал времени 0,1,…,T, на котором рассматривается функционирование производственной системы.

2. Множество типов объектов, которые может производить или потреблять система OB={O1,O2,…,On}.

3. Множество операций над объектами, которые может выполнять система OP={op1,op2,…,opr}. Каждая операция характеризуется 

а) n-мерным вектором 
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 указывают, сколько объектов типа O( требуется для осуществления операции p;
б) n-мерным вектором 
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, компоненты которого 
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 указывают, сколько объектов типа O( производится в ходке операции p;

в) Числом tm(p), задающим длительность операции;

г) числом MN(p), определяющим размер денежных затрат на проведение операции p.

Для удобства будем считать, что множество OP содержит операцию op0 (простой) такую, что 
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4. Множество W={w1,…,wm} производственных единиц системы. Каждая производственная единица wi(W характеризуется множеством OPi(OP операций, которые она может осуществлять. В каждый момент времени производственная единица может быть занята только одной операцией.
Опишем динамику функционирования системы.
Состояние системы в момент времени t задается указанием наличия запасов 
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 объектов типа Oj в системе, операций 
[image: image7.wmf]i

t

p

, которые в данный момент выполняют производственные единицы wi, и чисел 
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, показывающих, какое время  осталось производственной единице wi до окончания текущей операции. Вектор
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будем обозначать xt и называть фазовым вектором системы.

Начальное состояние системы x0 считается заданным.

Управлениями в момент времени t являются операции 
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, которые предписывается начать в момент времени t производственным единицам wi. Вектор 
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 будем обозначать ut и называть вектором управлений в момент времени t.
Динамика системы описывается соотношениями 
xt+1=f(xt,ut),
где функция f определяется условиями 
а) 
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, где 
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б) 
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Цель системы состоит в максимизации (средней) прибыли, которая определяется следующим интегрально-терминальным критерием
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где 
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сумма денежных затрат на проведение операций, начатых в момент времени t, а
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затраты на покупку объектов в момент времени t, cj и sj – цены продажи и покупки объектов Oj соответственно.
Замечание. Мы предполагаем, что рассматриваемая система производственная, а не торговая, поэтому cj(sj для всех j. Без этого предположения модель не адекватна моделируемой ситуации.
Схема динамического программирования
Пусть U обозначает множество всех значений вектора управлений в какой-то (все равно какой) момент времени t. Мощность множества U, очевидно, не превышает (r+1)m.
Определим множества Xt следующими условиями:

X0={x0},

Xt+1={xt+1: (xt(Xt, ut(U: xt+1=f(xt,ut)}.
Таким образом, Xt – множество фазовых точек, достижимых из начальной точки x0 к моменту времени t. Оценим мощность множества X. Пусть 
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. Тогда, очевидно, множество Xt содержит не более (t()n(r+1)m(m точек.
Определим функции Беллмана следующими условиями
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Нетрудно показать, что 
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и оптимальные программы определяются условиями
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, t=0,…,T.
Оценим сложность решения по данной схеме. За элементарную примем операцию сравнения двух значений функций, заданных явными формулами. Тогда операция вычисления максимума в формуле (*) потребует не более (r+1)m элементарных операций, а вычисление значений функций Беллмана для всех точек фазовых пространств Xt потребует не более Tn+1(n(r+1)2m(  операций.
Приведенная оценка является довольно грубой, однако, уточнить ее, не накладывая дополнительных ограничений на рассматриваемый класс задач, по-видимому, нельзя. Поэтому, есть основания считать, что эта оценка верно отражает сложность данного алгоритма.
Рассмотрим пример двухшаговой задачи. На первом шаге каждая из производственных единиц по одной из r операций производит один из r промежуточных объектов. На втором шаге любая из производственных единиц формирует один набор из произведенных объектов, цена которого общим образом зависит от его состава. Анализ этого примера показывает, что ни один алгоритм не может иметь сложность o(rm).
Содержательные соображения свидетельствуют о том, что среди оптимальных программ должны существовать такие, при реализации которых не создается слишком больших запасов промежуточных объектов, которые потом вовлекаются в производство, то есть оптимальные траектории удовлетворяют условию 
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 для некоторой константы, не зависящей от t. Если это так, то при разумной реализации метода динамического программирования оптимальное решение будет найдено за время порядка TCnrm. Даже если это условие «равномерной ограниченности фазового пространства» не выполнено, разумно наложить такое условие дополнительно, так как в противном случае оптимальное решение не будет удовлетворять некоторым экономическим ограничениям, которые не были учтены в нашей модели.
О декомпозиции
В предыдущем разделе мы видели, что сложность задачи экспоненциально зависит от количества производственных единиц m в системе. Ниже сформулированы простейшие достаточные условия возможности декомпозиции исходной задачи на несколько независимо решаемых задач для некоторых подсистем исходной системы.
Эффективность работы системы в рассматриваемой модели зависит от согласованности ее элементов лишь по одной причине. Если к моменту начала очередной операции производственной единицы wi нет в наличии какого-то объекта obj, то его придется купить на рынке по цене sj, и даже если впоследствии такой объект будет произведен производственной единицей wk, его удастся продать лишь по более низкой цене cj. Поэтому важно, чтобы объект obj был произведен производственной единицей wk раньше, чем он понадобится производственной единице wi. Но если цены покупки и продажи совпадают (cj=sj), то несогласованность действий не приводит к убыткам (разумеется, при неограниченности оборотных средств). Эти содержательные соображения позволяют предложить следующий алгоритм декомпозиции.
Разобьем множество объектов OB на четыре подмножества OB1, OB2, OB3, OB4:
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· Эквивалентность

Построим следующий граф. Вершины графа соответствуют производственным единицам системы. Две вершины wi и wk графа соединены ребром тогда и только тогда, когда существует объект obj(OB4 такой, что, во-первых, существует p(OPi, для которого 
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· Блочно-треугольный вариант декомпозиции?
Связные компоненты этого графа определяют подсистемы, для которых исходную задачу можно решать по отдельности с очевидной процедурой «склейки» решения исходной задачи из решений подзадач.
Для случая идеального рынка (OB4=() задача распадается на m задач для отдельных производственных единиц, каждую из которых можно рассматривать как задачу целочисленного линейного программирования следующего вида:
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yk≥0, k=0,…,r,

где 
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, а yk – целочисленные переменные.

Асимптотика решения
Для удобства ссылок назовем задачу, описанную в первом разделе, задачей (A). Рассмотрим произвольную оптимальную программу u=(u0,…,uT) и соответствующую ей фазовую траекторию
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задачи (A).
Фиксируем некоторую производственную единицу wi(W. Обозначим 
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 число операций типа p(OPi, выполненных производственной единицей wi в соответствии с программой u. Очевидно, 
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При этом будет произведено 
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 объектов типа Oj, затраты объектов тапа Oj будут равны 
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Интегральный поток объектов из системы не превысит 
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Доход системы будет не больше, чем
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где функции csj определяются условиями
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Замечание. Реально доход системы при использовании программы u может быть меньше (#), поскольку в ходе процесса производства может возникнуть необходимость закупить какие-то объекты, хотя в дальнейшем объекты тех же типов и будут продаваться, но уже по более низкой цене.
Рассмотрим задачу математического программирования с критерием
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и ограничениями
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Назовем ее задачей (B).
Из приведенных выше рассуждений несложно заключить, что оптимальное значение критерия в задаче (A) не превосходит оптимального значения критерия в задаче (B).

Введением дополнительных переменных (j задачу (B) несложно преобразовать в задачу линейного программирования с критерием


[image: image49.wmf]11

1

()

1

i

nm

p

ji

jipOP

vMNp

T

w

==Î

æö

-

ç÷

+

èø

ååå


и ограничениями 
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Назовем эту задачу задачей (C).
Очевидно, оптимальные значения критериев в задачах (B) и (C) равны, поэтому оптимальное значение критерия в задаче (A) не превосходит оптимального значения критерия в задаче (C).
Покажем, что при большой длине планового периода T  оптимальное значение критерия в задаче (A) мало отличается от оптимального значения критерия в задаче (C).

Теорема. Существует константа R, не зависящая от T (но зависящая, быть может, от других параметров задачи (A)), такая, что разница между оптимальными значениями критериев в задачах (C) и (A) не превосходит 
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Доказательство. Назовем задачей (D) задачу линейного программирования
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Задачи  (C) и (D) эквивалентны в следующем смысле. Во-первых, оптимальные значения критериев в задачах (C) и (D) совпадают, и, во-вторых, набор (j, j=1,…,n, 
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 p(OPi, i=1,..,m является решением задачи (D) тогда и толmко тогда, когда набор (j=(j(T+1), j=1,…,n, 
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 p(OPi, i=1,..,m является решением задачи (C).
Пусть (j, j=1,…,n, 
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 p(OPi, i=1,..,m – оптимальное решение задачи (D). Поскольку коэффициенты задачи целочисленные, то можно считать, что числа 
[image: image63.wmf]p

i

y

 рациональны (среди оптимальных решений такие всегда найдутся). Пусть (  – их наименьший общий знаменатель. Тогда можно записать, что 
[image: image64.wmf]i

p

p

i

y

q

q

=

 p(OPi, i=1,..,m, где 
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 – целые числа. При этом 
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Отметим, что числа ( и 
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 не зависят от T. Для общности положим 
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На основе решения задачи (D) сформируем некоторую программу u в задаче (A). Разобьем плановый период 0,1,…,T+1 на отрезки длиной (. Определим программу работы производственной единицы wi, распределив произвольным, но одинаковым для всех отрезков способом 
[image: image69.wmf]i
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 операций типа p на каждом из полученных отрезков длины (. Очевидно, это всегда можно сделать.
Нетрудно понять, что при такой программе средний доход системы на каждом из этих отрезков длины (, кроме, быть может, первого и последнего, будет в точности равен оптимальному значению критерия в задаче (D). Пусть ((( – остаток от деления T+1 на (, d – оптимальное значение критерия в задаче (D), d0 – средний доход в задаче (A) на первом отрезке длины (  (при выбранной нами программе), а d1 – средний доход на последнем отрезке планового периода длины (((, если (((>0,

Тогда значение критерия в задаче (A) при выбранной нами программе будет отличаться от оптимального значения критерия в задаче (D) на величину 
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Поскольку величины d, d0, d1 и ( не зависят от T, теорема 1 доказана.
· Двойственные оценки в задаче ЛП для децентрализации в динамической задаче?

Замечания по поводу численного решения
1) Рассуждения предыдущего раздела позволяют выдвинуть следующую гипотезу о характере точного решения задачи (A). По-видимому, при достаточно больших T весь плановый период разобьется на три части. На первом отрезке длины порядка ( будут создаваться необходимые запасы для эффективной работы системы, второй достаточно длинный отрезок система будет функционировать в найденном в предыдущем разделе стационарном режиме, и наконец, третий отрезок будет соответствовать сворачиванию производства и его длина тоже составит порядка ( временных единиц.
Таким образом, задача разбивается на три части:
А) нахождение стационарного режима;

Б) поиск оптимального способа выхода на этот режим;

В) построение оптимального способа свертывания производства.

Отметим сразу, что третья задача является, по-видимому, следствием неадекватности исходной постановки задачи моделируемой ситуации (ограниченный плановый период). Поэтому ее можно вовсе не решать, поскольку условие нахождения системы в стационарном режиме в конце планового периода является не самым плохим способом устранения указанного недостатка в постановке.

При выбранном стационарном режиме задача Б)  превращается в задачу попадания в заданную точку фазового пространства с минимальными затратами. Можно пробовать решать ее методом динамического программирования. При достаточно больших T сложность этой задачи будет существенно меньше сложности исходной.
2) На практике значение общего знаменателя ( не может оказаться очень большим, что с одной стороны приведет к большому значению константы R и тем самым уменьшит точность решения, а, с другой стороны, усложнит решение задач Б) и В). Поэтому естественно встает задача о приближении оптимального решения 
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 задачи (D) такими числами 
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, у которых общий знаменатель возможно меньше.
3) Очевидно, значение константы R, а значит и точность решения задачи (A), существенным образом зависит от распределения найденных при решении задачи (D) операций на периоде длины ( . Задачу о поиске оптимального распределения нетрудно сформулировать в виде, удобном для решения методом динамического программирования, Однако, полученная задача может оказаться слишком сложной для практического получения точного решения. Подробно возможное эвристическое решение этой задачи приводится ниже. Здесь же приведем некоторые соображения, позволяющие сократить объем вычислений.
Решение задачи (D) естественным образом выделяет в множестве OB подмножество тех объектов, которые реально вовлекаются в производство, поэтому все дальнейшие рассмотрения можно проводить, ограничиваясь только этим подмножеством. Чтобы не усложнять обозначений, будем считать, что такое ограничение уже произведено. То же относится и к множеству операций.

Выделим в множестве OP подмножество тех операций OP0, в результате которых производятся объекты, не потребляемые в системе, или такие, для которых цены покупки и продажи совпадают. Далее, выделим множество операций OP1, в результате которых производятся либо объекты, потребляемые только в операциях множества OP0, либо объекты, не потребляемые в системе, или такие, для которых цены покупки и продажи совпадают. Продолжая эту процедуру до тех пор, пока очередное множество не окажется пустым, получим разбиение множества
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Естественно предположить, что среди оптимальных расписаний для стационарного режима есть такие, у которых операции из OPl выполняются после всех операций 
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Аналогично, можно сдвинуть к началу периода те операции, в которых используются только объекты, не производимые в системе, и т. д. Естественно, обе эти процедуры можно использовать вместе.
Агрегирование вспомогательной задачи линейного программирования.

Перепишем задачу (D) в следующем виде
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, i=1,…,m,
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Допустим, что 

OPm–1=OPm=OP*.                                                             (!)
Пусть 
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. Тогда задачу (D) можно переписать в следующем виде (D1):
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Назовем задачей (E) следующую задачу линейного программирования
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Задача (E) отличается от задачи (D1) тем, что ограничения 
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 заменены их следствиями 
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. Поэтому оптимальное значение критерия в задаче (D) не превосходит оптимального значения критерия в задаче (E).
С другой стороны, пусть (j, j=1,…,n, 
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Тогда, очевидно, набор (j, j=1,…,n, 
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 удовлетворяет всем ограничениям задачи (D) и дает значение критерия, равное оптимальному значению критерия в задаче (E). Следовательно, этот набор является оптимальным решением задачи (D).
Таким образом, имея решение задачи (E), несложно получить (-мерное многообразие решений задачи (D) (где ( – мощность множества OP*).
Разумеется, производственные единицы wm–1 и wm были выбраны нами только для упрощения формул. Все сказанное выше выполняется и для любых других производственных единиц, если выполняется условие, аналогичное (!). Такие же рассуждения легко провести и для случая, когда множества производимых операций совпадают не у двух, а у большего числа производственных единиц. Более того, так как при переходе от задачи (D) к задаче (E) структура задачи сохраняется, эту процедуру агрегирования можно проводить многократно.
Переход от задачи (D) к агрегированной задаче (E) оправдан, поскольку

1) очевидным образом уменьшается число переменных задачи;
2) уменьшается степень вырожденности задачи линейного программирования;
3) в результате получается просто описываемое многообразие решений исходной задачи (D), из которых можно выбрать решения с лучшими арифметическими свойствами, что важно при построении решения динамической задачи (A).
Заметим, что такой способ агрегирования правомерен только для задачи (D). Для исходной задачи (A) заменять две одинаковые производственные единицы одной производственной единицей удвоенной мощности, вообще говоря, нельзя.

Задача поиска стационарного режима

Задача построения оптимального стационарного режима может быть переформулирована следующим образом. Для каждой из m производственных единиц w1,…,wi,…,wm задано множество операций 
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, которые единица должна выполнить в течение производственного цикла длины ( (эти множества найдены в результате решения задачи линейного программирования). Для каждого из объектов O1,…,Oj,…,On задано количество объектов 
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, которые заведомо придется покупатьпри этом наборе производственных операций.
Для каждого i=1,….,m зафиксируем некоторую перестановку (i объектов 
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. Тогда наличие (недостача) объектов типа j в момент времени t определится соотношениями
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где множества 
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 задаются условиями:
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где l – наибольшее из чисел, удовлетворяющих неравенству
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Потери от неэффективных закупок, необходимых для процесса производства, если заданы перестановки (1,…,(m определяются функцией
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Требуется найти минимум функции 
[image: image122.wmf]1
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по всем перестановкам (1,…,(m . (Разумеется, в критерии можно сразу же не учитывать те объекты, которые при данном выборе операций или не производятся в системе, или не потребляются в ней. Вообще говоря, это может привести к существенному упрощению задачи.)
Нетрудно видеть, что поскольку количество перестановок множества экспоненциально зависит от мощности множества, полный перебор перестановок множеств (1,…,(m имеет экспоненциальную сложность. Дело несколько улучшается, если учесть, что среди операций, выполняемых какой-то производственной единицей , вообще говоря , могут иметься совпадающие. Еще немного сократить объем вычислений можно с использованием множества динамического программирования. Однако добиться полиномиальной сложности получаемого алгоритма таким путем нельзя. Есть достаточно веские основания полагать, что получить точное решение данной задачи с помощью полиномиального алгоритма, вообще говоря, нельзя. Поэтому рассмотрим некоторый итерационный алгоритм , позволяющий улучшать значение критерия от шага к шагу. По всей видимости можно привести примеры, для которых этот алгоритм не даст оптимального решения. Однако есть надежда, что для практически интересных задач после не слишком большого числа итераций будет найдено достаточно хорошее решение.
Предлагаемый алгоритм основывается на следующих содержательных соображениях. На значение критерия влияют только минимальные значения функций 
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. Точки локального минимума функций 
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 соответствуют моментам времени, когда прекращается выполнение операций, в которых объект j-го вида потребляется и заканчивается хотя бы одна операция, в которой объект j-го вида производится. Минимальное значение функции 
[image: image125.wmf]j
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 заведомо увеличится, если мы переставим эту операцию вперед, так чтобы она оказывалась раньше, чем функция 
[image: image126.wmf]j
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 выйдет на рассматриваемое нами минимальное значение. Если бы в общий критерий нашей задачи входило только одно слагаемое, соответствующее j-му продукту, то, перебросив вперед все производящие его операции, мы получили бы оптимальное решение задачи. Однако, в общем случае, если мы соберем в начале планового отрезка все операции, производящие j-ый продукт, то скорее всего образуются глубокие минимумы запасов тех продуктов, которые потребляются  в этих операциях.. Поэтому естественно предположить, что достаточно хорошее значение общего критерия будет достигнуто, если операции, в которых производится какой-то продукт, окажутся равномерно распределены между операциями, в которых этот продукт потребляется. Предлагается добиваться этого равномерного распределения следующим образом.
Один шаг предлагаемого итерационного алгоритма состоит в следующем. До начала итерации задана некоторая производственная программа, которую мы будем пытаться улучшить, и некоторый объект, который на данной итерации будем считать ведущим. Пусть номер этого объекта j. Найдем момент времени, когда функция 
[image: image127.wmf]j
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 достигает своего минимума, а во все последующие моменты времени значение этой функции строго больше этого минимума. В этот момент времени заканчивается хотя бы одна операция, в которой производится j-ый объект. Не меняя порядка остальных операций, переставим эту операцию так, чтобы она закончилась непосредственно перед самой первой точкой, в которой функция 
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 достигает своего минимума. Если при этом значение результирующего критерия уменьшится, то будем считать итерацию успешно завершенной. Если значение общего критерия ухудшится, то вернемся к исходной перестановке и будем считать итерацию завершенной безуспешно.
Разумеется, эффективность работы алгоритма будет существенно зависеть от порядка, в котором объекты будут выбираться в качестве ведущих. Представляется целесообразным организовать расчеты так, чтобы имелась возможность пускать алгоритм в следующих режимах.
1) Объекты упорядочиваются в соответствии с величиной вклада, вносимого ими в общий критерий, и выбираются ведущими циклически в соответствии с этим порядком.

2) Объекты упорядочиваются так же как в п.1, но этот порядок пересматривается, после того, как завершен один цикл (выполнено n итераций).

3) Объекты упорядочиваются так же как в п.1, но этот порядок пересматривается, после каждой успешно завершенной итерации.

4) Ведущий объект вбирается случайным образом, исходя из равномерного распределения вероятностей.

5) Ведущий объект вбирается случайным образом с вероятностями, пропорциональными вкладам объектов в результирующий критерий в начале итерационного процесса.

6) Ведущий объект вбирается случайным образом с вероятностями, пропорциональными вкладам объектов в результирующий критерий на данной итерации.

7) Ведущий объект вбирается в интерактивном режиме.
Поскольку при каждой результативной итерации значение критерия увеличивается, при любой начальной программе производства через конечное число итераций наступит момент, когда ни одна результативная итерация осуществлена быть не может. В этот момент работу алгоритма следует прекратить. На практике число шагов до «логического завершения» работы алгоритма может оказаться чрезмерно большим, поэтому следует предусмотреть остановку алгоритма через заданное число итераций или по достижении заданного значения критерия.
Задание начальных перестановок предлагается осуществлять в соответствии с идеями, изложенными в одном из предыдущих разделов следующим образом. Будем формировать производственную программу с начала, последовательно добавляя те операции (из еще не включенных в программу), стоимость закупок которых по «ценам» (sj–cj) минимальна. Возможен другой вариант, при котором раньше включается в программу та операция, у которой больше стоимость производимых ей объектов по тем же «ценам».

Поскольку в способ формирования начальной программы и в алгоритм итерационного улучшения заложены в некотором смысле противоположные идеи, можно надеяться, что их недостатки будут взаимно компенсироваться.
Модель управления портфелем ГКО

В качестве примера использования идей динамического программирования рассмотрим модель управления портфелем государственных краткосрочных облигаций (ГКО). Эта модель строилась в 1993 г. в интересах коммерческого банка, выступающего рынке государственных облигаций в роли инвестора.

ГКО являются дисконтными облигациями. Это означает, что эмитент, выпуская их в обращение, обязуется в определенный день выкупить их у владельца по заранее оговоренной цене (номиналу). Прибыль инвестора получается за счет разницы цены покупки или продажи. Каждый инвестор может в любой рабочий день между днем первичного размещения облигаций и днем погашения купить или продать облигации по сложившейся на рынке цене. При этом ему придется заплатить комиссионные в размере kx, где k – ставка комиссионных, а x – сумма сделки.

Одновременно на рынке обращаются облигации разных выпусков, отличающиеся сроками погашения. Соответственно встает задача о распределении инвестируемых средств между этими выпусками с тем, чтобы максимизировать прибыль.

Введем обозначения. Пусть инвестируется сумма денег на фиксированный срок от t=0 до t=T. Выпуски ГКО обозначим числами i, изменяющимися от 1 до n. Для упрощения формул как один из вы пусков ГКО будем рассматривать деньги, присвоив им номер 0. Количество облигаций i-го выпуска, находящихся в портфеле инвестора в в конце торговой сессии в день t обозначим 
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Сделаем следующие предположения.

Гипотеза 1. За рассматриваемый период список облигаций, находящихся в обращении не изменяется.

Гипотеза 2. На весь период инвестирования задан прогноз изменения цен, так что цена облигаций i-го выпуска в день t считается равной 
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 (разумеется, цена денег в любой момент равна 1).

Гипотеза 3. Действия рассматриваемого инвестора не влияют на динамику цен.

Гипотеза 4. Все сделки в данный день производятся по одной и той же цене.

Гипотеза 5. Портфель инвестора достаточно велик, поэтому можно пренебречь эффектами, связанными с целочисленностью количеств облигаций.

Гипотеза 6. Целью управления портфелем является максимизация стоимости портфеля в конечный момент времени 
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Гипотеза 7. Единственным ограничением при переформировании портфеля во время торговой сессии является баланс находящихся в распоряжении инвестора средств: 
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Правомерность использования этих гипотез удобно будет обсудить несколько позже. А пока приступим к поиску оптимальной стратегии оперирующей стороны.

Начнем с рассмотрения случая, когда величиной комиссионных можно пренебречь (то есть положить k=0). Тогда стандартной индукцией с конца легко устанавливается, что в день t все имеющиеся в распоряжении средства инвестор должен вкладывать в бумаги 
i-го выпуска, где число i определяется условием 
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 (если таких выпусков несколько, то оптимальным является любое распределение средств между этими выпусками).

Отсюда получаются следующие качественные выводы.

1. Если прогноз фиксирован, то оптимальная стратегия не зависит от предыстории. (Разумеется, динамика цен в прошлом может использоваться при построении прогноза, но в силу гипотезы 3 на него не влияют действия рассматриваемого инвестора).

2. Оптимальная стратегия не зависит от срока инвестирования средств.

3. Для принятия решения в момент времени t нужен прогноз только на следующий день (и не нужен прогноз на более длительный срок).

4. Для принятия решений можно пользоваться реальными ценами сегодняшней сессии, и использовать прогноз только на завтра.

5. Все средства можно вкладывать в облигации только одного выпуска, цена которого растет наиболее динамично. 
Вернемся к рассмотрению общего случая.

Рекуррентным образом определим величины 
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, t=0,1,…,T, j=0,1,…,n. Положим 
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 для j>0 и 
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Стандартной индукцией «с конца» проверяется, что оптимальные действия в момент времени t состоят в следующем. Если
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, то с облигациями j-го выпуска никаких операций производить не следует. В противном случае все их нужно продать, а вырученные средства вложить в тот выпуск i, для которого 
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Несложный анализ найденного решения показывает, что выводы 1 и 4 остаются неизменными.

Вывод 5 несколько изменяется. Если в начальный момент времени портфель был диверсифицирован, то при не очень разбалансированном рынке диверсификация оптимального портфеля будет сохраняться, но все-таки будет тенденция к тому, что все средства, в конце концов, сосредоточатся в облигациях одного выпуска.

Выводы 2 и 3 изменятся следующим образом. Пусть номер i удовлетворяет условию 
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 и пусть найдется такой момент времени ( (t<(<T), что 
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. Тогда действия в момент времени t зависят только от прогноза до момента времени ( и не зависят от срока инвестирования T, если только T>(.
Эти выводы особенно важны, поскольку, с одной стороны, наличие очень «длинного» прогноза является слишком сильным предположением. А с другой стороны, во многих интересных случаях срок инвестиций заранее не известен, хотя и не очень короток. По реальным наблюдениям срок (–t обычно составлял порядка двух недель. Это почти полностью оправдывает принятие гипотезы 6, и позволяет значительно ослабить гипотезу 2.

Обсудим остальные предположения. 

От гипотезы 1 можно избавиться чисто формальным трюком. Будем считать, что все облигации, которые находились в обращении в течение рассматриваемого периода, находились в обращении на протяжении всего этого периода. Но цена облигаций после погашения не меняется и равна цене в день погашения. А цена облигаций до момента их фактического выпуска в обращения постоянна и равна цене в день их выпуска. Тогда вложения в такие «фиктивные» бумаги столь же хороши, как вложения в «наличные», что позволяет в случае нужды скорректировать найденное оптимальное решение, не ухудшив его.

Рассматриваемый инвестор контролировал менее одного процента объема рынка, поэтому гипотеза 3 весьма правдоподобна. Тем более, что вывод 4 позволяет рассматривать только влияние сегодняшних действий инвестора на цены завтра и в последующие дни. Заметить такое влияние в реальности ни разу не удалось.

К гипотезе 4 можно сформулировать два возражения. Во-первых, цена покупки может отличаться от цены продажи. На практике в момент написания модели характерные спрэды были невелики. Кроме того, имея прогноз величины спрэда
 его можно учесть, не меняя структуры модели, а просто увеличив на соответствующую величину размер комиссионных k. Во-вторых, цены могут меняться в течение торговой сессии. Это возражение отчасти снимается выводом 4, а отчасти тем, что в нормальной ситуации колебания цен в течение одного дня бывали невелики по сравнению с доступной точностью построения прогноза.

Количество облигаций в портфеле рассматриваемого инвестора измерялось тысячами (подчас многими), поэтому гипотеза 5 вполне приемлема.

Гипотеза 7 оправдывается существующими правилами обращения облигаций.

Таким образом, наиболее существенным является ослабленный вариант гипотезы 2. Это предположение действительно важно. В частности, от него зависит важный вывод 5.

Построенная модель, с одной стороны, показывает целесообразность декомпозиции задачи управления портфелем на две части: задачу построения прогноза и задачу принятия оперативных решений. А с другой стороны демонстрирует тот факт, что эти задачи не являются независимыми, и требования к построенному прогнозу определяются процедурой принятия решений.

Чтобы понять это, рассмотрим модельный пример. Пусть имеются облигации всего двух выпусков, текущие цены которых равны 70 и 80. Срок инвестирования составляет один день, и имеется два прогноза цен на завтра. Согласно первому цены будут раны 80 и 90 соответственно, а согласно второму – 50 и 70. Пусть фактические завтрашние цены оказались равны 77 и 90. Какой из прогнозов лучше? Как ни странно, второй. Согласно ему средства следует инвестировать в облигации второго выпуска, что обеспечивает доходность 13,7%. А если пользоваться первым прогнозом, то следует инвестировать средства в облигации первого выпуска, что в реальности принесет всего 10% прибыли.
В выяснении подобных качественных особенностей рассматриваемой проблемы и заключалась основная цель построения данной, сугубо предварительной модели.

Равновесная доходность ОФЗ.

Гипотеза равновесности обладает еще одним важным свойством - метатеоретической устойчивостью. Для практиков это свойство не должно быть решающим. Однако для авторов, выносящих свои идеи на широкую аудиторию, такая устойчивость результатов является практически обязательной. Поясним, о чем идет речь.

Предположим, что действительности лучше соответствует какая-то иная гипотеза, и ее мы положим в основу исследования. Тогда, по крайней мере, некоторым инвесторам выгодно поменять свое поведение, улучшив свои доходы за счет конкурентов. Из результатов подобного исследования необходимость такого изменения станет очевидной, и инвесторы поменяют свое поведение, сразу обесценив всю работу исследователя. С равновесным решением такого произойти не может.

Более того, допустим, такая неравновесная теория понравилась многим и почти все участники торгов начали применять ее на практике. Но нашелся один оператор, который не стал ею пользоваться, например, потому, что поленился с этой теорией познакомиться или по глупости не смог в ней разобраться. Поскольку теория не равновесная, то не исключено, что он получит результаты лучшие, чем если бы он следовал рекомендациям теории и скорее всего за счет тех, кто этой теорией пользовался. Спрашивается, что же это за теория, которая дает преимущество дуракам и лодырям?

Проиллюстрируем эти общие соображения на одном примере, который, кстати, актуален потому, что позволяет по сей день получить дополнительную прибыль на рынке ГКО-ОФЗ.

На рисунке 1.4 показана кривая доходности ГКО за 02.02.96. По оси абсцисс отложено количество дней до погашения облигаций. По оси ординат откладывается их доходность. Доходность ГКО вычисляется по следующей формуле



,                                             (1.6)

где N - номинальная стоимость облигации, p - ее текущая цена, T - количество дней, оставшихся до погашения облигации, а Y - доходность выраженная в процентах годовых. Такая картинка достаточно информативна. Практически все работающие на рынке ГКО пользуются ей.

Форма кривой доходности, показанная на рис. 1.4 достаточно характерна. Широко распространено следующее объяснение такой формы. Чем больше времени остается до погашения бумаги, тем больше риск вложения в нее. Платой за больший риск  вложений в более длинные бумаги является большая доходность. Таким образом, принимается следующая

Гипотеза А. Чем больше срок до погашения бумаги, тем выше риск вложений в нее, и, следовательно, тем выше должна быть ее доходность.

Рассмотрим доходность облигаций федерального займа с переменным купоном. В официальных документах используется следующая формула для ее вычисления:



,                                            (1.7)

где C - стоимость текущего купона, s - накопленный купонный доход, t - количество дней до погашения текущего купона, остальные обозначения те же, что и впредыдущей формуле. Накопленный купонный доход в соответствии с положением о выпуске и обращении ОФЗ вычисляется по формуле



,

где 

 - время прошедшее с момента погашения предыдущего купона (или с момента выпуска облигации, если купон первый).

Если смысл формулы (1.6) вполне прозрачен, то формула (1.7) требует пояснения. Если текущий купон последний, то она не вызывает сомнений. В противном случае часто дают такое объяснение. “Мы не знаем, какими будут следующие купоны, поэтому будем считать, что их вовсе нет. Мы не знаем, какой будет цена в конце данного купонного периода, поэтому будем считать, что она будет равна номинальной.
” По существу, в кавычки заключены две гипотезы (которые назовем гипотезами Б и В), которые вполне объясняют формулу (1.7).

Пусть кривая доходности для ГКО известна. Какова должна быть доходность ОФЗ? В частности, должна ли она соответствовать доходности выпусков ГКО, срок погашения которых совпадает со сроком погашения очередного купона ОФЗ, или же она должна равняться доходности тех выпусков ГКО, срок погашения которых совпадает со сроком погашения самой облигации федерального займа? Если мы принимаем гипотезу А, то ответ должен быть следующим: риск вложений конечно же определяется сроком до погашения всей бумаги. Да еще мы имеем в данном случае дополнительные риски связанные с тем, что принимаем гипотезы Б и В. Следовательно, доходность ОФЗ должна быть даже выше, чем у ГКО с аналогичными сроками обращения. Видимо, подобные рассуждения приняты подавляющим большинством инвесторов на рынке ОФЗ и доходность там установилась именно такой.

Давайте подумаем, нельзя ли на этом что-то поиметь. Если у ОФЗ “остался не отрезанным” всего один купон, то сделанный вывод не вызывает сомнения. Более того, необходимости в гипотезах Б и В в этом случае не возникает, и доходность ОФЗ должна совпадать с доходностью аналогичных по срокам выпусков ГКО. И на самом деле это почти всегда так.

Рассмотрим предпоследний купонный период. Какую прибыль мы сможем получить, если вложим средства в этот выпуск ОФЗ на срок до погашения предпоследнего купона. Все зависит, конечно от того, какой будет цена облигации в конце этого срока. Подумаем, какой она может быть. Как мы отмечали, с первых дней последнего купонного периода доходность ОФЗ установится на уровне доходности ГКО. Из формулы (1.7) можно было бы найти ицену, но величина последнего купона заранее не известна. Однако известен порядок определения этой величины. Он определяется так, чтобы доходность ОФЗ, вычисленная по формуле (1.7) совпадала с доходностью выпусков ГКО с аналогичными сроками обращения. Значит цена ОФЗ в начале последнего купонного периода (или, что почти то же, в конце предпоследнего купонного периода) должна равняться номиналу. Поскольку доходность ОФЗ в предпоследний купонный период выше, чем доходность ГКО, а в последний купонный период она совпадает с доходностью ГКО, значит в конце предпоследнего купонного периода и начале последнего доходность ОФЗ будет падать. А значит, цена этого выпуска ГКО будет расти быстрее, чем растут цены ГКО. Поэтому, вкладывая средства в ОФЗ в конце предпоследнего периода и вынимая их с начале последнего купонного периода, можно получить большую прибыль, чем от вложений в ГКО на тот же срок.

Этот тезис регулярно подтверждается на практике. И те, кто это понимает, регулярно получают дополнительную прибыль. Разумеется, за счет тех, кто руководствуется гипотезой А. На самом деле, ОФЗ не несут дополнительных рисков по сравнению с ГКО, поскольку неприятности на рынке ОФЗ (если они и возникнут) сразу же подорвут доверие к министерству финансов как эмитенту, и рынок ГКО обрушится одновременно с рынком ОФЗ. Поэтому дополнительная прибыль получается в данном случае не за дополнительный риск, а за дополнительное осмысление ситуации.

Таким образом, гипотеза А не обладает метатеоретической устойчивостью. Как мы уже установили, равновесная доходность в ОФЗ в предпоследний период должна совпадать с доходностью тех выпусков ГКО, срок погашения которых примерно совпадает со сроком погашения предпоследнего купона. Повторяя те же рассуждения, можно убедиться, что то же можно сказать и о доходности в третий с конца купонный период и во все остальные. Пока же доходность отличается от равновесной, остается возможность извлечения дополнительной прибыли, и платить за эту возможность будут те, кто такую неравновесную доходность поддерживает.

По ходу рассуждений мы нашли достойную замену гипотезам Б и В. Формула (1.7) действительно разумна. Но основывается она не на принципе недостаточного основания, а на правиле определения величины очередного купона. Замену гипотезе А мы предложим позже. Пока же сформулируем следующий вывод.

Не надо использовать метатеоретически неустойчивых гипотез о поведении конкурентов, по крайней мере если они широко известны в среде профессионалов.
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� О построении такого прогноза говорилось в одной из предыдущих лекций.


� используемой в официальных документах


� Здесь дважды применен принцип недостаточного основания, который часто используется вместо принципа максимального гарантированного результата. В данном случае по чистой случайности применение этого принципа не приводит к ошибкам. Вообще же применять его мы не советуем.
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