Численные методы для принципа минимума доходности при использовании CC-VaR на примере бета-распределения
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Принцип минимума доходности (или относительного дохода) вводится для инвестора с частичным прогнозом вероятностных свойств рынка. Поскольку не многие задачи допускают аналитическое исследование, естественным представляется применение в таких задачах вычислительных методов. В настоящей работе на примере бета-распределения демонстрируется эффективность применения численных расчетов при решении задач на минимум доходности, как и самого принципа. 
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Введение

Континуальный критерий VaR (CC-VaR), введенный в работах автора [1,4], требует, чтобы строящийся из имеющихся на рынке инструментов портфель инвестора порождал случайный доход q, удовлетворяющий неравенствам P{q ( ((()} ( 1–( для всех (([0,1] (P{M} – вероятность множества M с точки зрения инвестора). Неотрицательная, монотонно возрастающая и непрерывная функция ((() задается инвестором и определяет его рисковые предпочтения. Типичным примером может служить функция ((() = ((, (([0,1], (>0. 

Исходной для применения CC-VaR является модель теоретического однопериодного δ-рынка, в основе которого лежит некоторый базовый актив (например, акция). Таковым является, в частности, теоретический однопериодный рынок опционов с континуальным множеством страйков. 
Принцип минимума доходности (или относительного дохода) введен автором в [2], где были приведены примеры задач, допускающих аналитическое исследование. Теоретические результаты, связанные с этим принципом и полученные применением основанного на процедуре Неймана-Пирсона (см., например, [3]) алгоритмом, состоят в том, что средний доход для оптимального по CC-VaR портфеля, его стоимость и относительный средний доход соответственно равны 
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и потому свободный параметр инвестора θ должен определяться условием 
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В настоящей работе с помощью вычислительных методов в едином ключе исследуются характерные для финансовых рынков задачи на примере бета-распределения. 

1. Постановка задачи 
Цены базового актива принимают значения из конечного полуинтервала X = [0, 1), свой прогноз инвестор делает в форме плотности вероятности p(x), а рынок формирует ценовую плотность c(x) – цены δ-инструментов, x ( X. Обе эти плотности в работе мы задаем в форме известного из теории вероятности двухпараметрического бета-распределения Be(α, μ). Его плотность
(1)
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 – бета-функция, 
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Для математического ожидания и дисперсии имеют место соответственно равенства
(2)
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Далее принимаем p(x) ~ Be(α,μ), α, μ > 1, c(x) ~ Be(β,ν), β, ν > 1. Образуем из этих плотностей функцию относительных доходов ρ(x) = p(x)/c(x) и найдем ее производную: 
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Нетрудно видеть, что знак производной в точке x*((0,1) подчинен условию
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Здесь возникают четыре случая:  (i) α ≥ β, α + μ < β + ν;  (ii) α ≤ β, α + μ > β + ν;  (iii) α ≤ β, α + μ < β + ν;  (iv) α ≥ β, α + μ > β + ν. В случае (i) функция ρ(x) на интервале (0,1) монотонно возрастает, (ii) – монотонно убывает, (iii) и (iv) – унимодальна, при этом в случае (iii) она принимает в точке x* минимальное значение, в случае (iv) – максимальное, а сама точка x* определяется из условия ρ'(x) = 0 и потому x* = (α – β)/(α – β + μ – ν). 
Параметры распределения (1) имеют очевидный смысл. Первый отвечает за поведение плотности в окрестности нуля, второй – в окрестности единицы. По логике применения принципа минимума доходности нам следовало бы при задании прогнозной плотности фиксировать один из параметров, а по другому строить семейство плотностей и находить для него минимум. Однако желательно выбирать в качестве параметров комбинации, имеющие более содержательный смысл. Обычно таковыми являются математическое ожидание и дисперсия. В соответствии с формулами (2) математическое ожидание однозначно определяется отношением m = α/μ, и чем оно больше, тем больше математическое ожидание. Свойства дисперсии приближенно неплохо отражает сумма s = α + μ, и чем она меньше, тем больше дисперсия. Поэтому параметрами задачи считаем m и s.
Далее в качестве иллюстрации приводятся три примера. Функция рисковых предпочтений инвестора ((ε) = ε2. В каждом примере фиксируется своя плотность c(x), x ( X, а плотность p(x) варьируется в пределах некоторого дискретного однопараметрического семейства. В соответствии с постулируемым принципом минимума доходности определяется такое значение параметра семейства, при котором доходность минимальна. Результаты для этого значения и являются решением задачи.
2. Пример игры на повышение 
Определим допустимую плотность c(x), положив β = 1.5; ν = 2.5. При этом mc = 0.6; sc = 4.0. При игре инвестора на повышение курса прогнозная плотность p(x) должна давать более высокое математическое ожидание, чем ценовая плотность c(x), т.е. должно быть mp > mc. Примем mp = 0.8.

В распоряжении инвестора остается параметр sp, который ему надлежит выбирать по критерию минимума доходности. Варьируя этот параметр, получаем семейство плотностей p(x) для тестирования на выполнение критерия. Нам удобнее задавать равномерную решетку для числителя параметра mp = α/μ, т.е. для параметра α, что сути дела не меняет. В соответствии с принятыми ограничениями этот параметр может принимать, вообще говоря, любые значения, превышающие 1. Но будем выбирать его из достаточно большого интервала таким образом, чтобы минимум достигался в его пределах. Корректность выбора легко проверяется экспериментально. Обозначим границы интервала для α через a1 и a2. Примем в качестве нижнего и верхнего ограничений соответственно a1 = 1.0, a2 = 3.0. 

Для параметра αj получаем дискретное множество значений αj = a1 + j Δ , Δ = (a2 – a1)/k = 0.08, j ( J = {1,2,…,n}, k = 50, каждому из которых отвечает своя прогнозная плотность 
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Для каждой такой плотности находится доходность инвестиции yj. Решением задачи является значение jmin параметра j, доставляющее минимум доходности, и соответствующее ему значение параметра sp, по которому можно оценить, насколько оно отличается от рыночного значения sc. 

В результате получаем k-мерный вектор доходностей
y = {0.522822, 0.489098, 0.459521, 0.433839, 0.411854, 0.393435, 0.378486, 0.36691, 0.358533, 0.352997, 0.349611, 0.347317, 0.345235, 0.343152, 0.341066, 0.33898, 0.336899, 0.334823, 0.332756, 0.330699, 0.328655, 0.326624, 0.324607, 0.322606, 0.320622, 0.318662, 0.316864, 0.315572, 0.315066, 0.315462, 0.316755, 0.318875, 0.321732, 0.32523, 0.329283, 0.333807, 0.338736, 0.344009, 0.349578, 0.355399, 0.361434, 0.367652, 0.374029, 0.38054, 0.387164, 0.393887, 0.400692, 0.407573, 0.414513, 0.421495}.

Наименьшую доходность доставляет 29-я компонента этого вектора, для нее α29 = 2.16 и потому sp = 4.86, что на наш взгляд не сильно отличается от sc = 4.0. Графики плотности c(x) и оптимальной плотности p29(x), x ( (0, 1), представлены на рис. 7. На нем изображены дополнительно 20 из 50 тестируемых функций плотности p(x), следующих друг за другом на одинаковых по параметру μ расстояниях. 
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Рис. 1. Графики c(x) (прерывистая линия) и p29(x) (сплошная толстая линия); сплошными тонкими линиями отображаются входящие в тестируемое семейство функции прогнозной плотности
На рис. 2. приводится график платежной функции оптимального по критерию CC-VaR портфеля, согласованного с принципом минимума доходности. 
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Рис. 2. График оптимальной сглаженной платежной функции gB(x)
3. Пример продажи волатильности 
Определим допустимую плотность c(x), положив β = 1.5; ν = 2.0. При этом mc = 0.75; sc = 3.5. Продажа волатильности предполагает игру инвестора на понижение волатильности, т.е. прогнозная плотность p(x) должна давать более низкую дисперсию, чем ценовая плотность c(x). Примем sp = 7.0 (> sc = β + ν = 3.5).

В распоряжении инвестора остается параметр mp, который ему надлежит выбирать по критерию минимума доходности. Варьируя этот параметр, получаем семейство плотностей p(x) для тестирования на выполнение критерия. В соответствии с принятыми нами ограничениями этот параметр при sp = 7.0 меняется в пределах от 1/6 до 6. В этом интервале следует задать k + 1 значение параметра mp. Нам будет удобнее задавать равномерную решетку для числителя α этого параметра mp = α/μ, что сути дела не меняет. Обозначим границы допустимого интервала для α через a1 и a2. Имеем 

a1 = 1.0, a2 = sp – a1 = 6.0, Δ = (a2 – a1)/k = 0.1. 
Для параметра αj  получаем дискретное множество значений αj = a1 + j Δ ,  j ( J, каждому из которых отвечает своя прогнозная плотность
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В результате получаем k-мерный вектор доходностей
y = {1.65389, 1.50717, 1.37632, 1.25968, 1.15589, 1.06374, 0.982065, 0.910224, 0.847173, 0.792472, 0.745507, 0.7058, 0.672976, 0.646734, 0.626796, 0.612973, 0.605128, 0.603161, 0.607035, 0.616757, 0.632363, 0.653956, 0.681687, 0.715717, 0.756293, 0.803671, 0.858221, 0.920266, 0.990293, 1.06879, 1.1563, 1.25346, 1.361, 1.47972, 1.61055, 1.7545, 1.91274, 2.08659, 2.27759, 2.4874, 2.71803, 2.97177, 3.25119, 3.55934, 3.89974, 4.27643, 4.69421, 5.15867, 5.67637, 6.25509}.
Наименьшую доходность доставляет 19-я компонента этого вектора из 50 тестируемых кривых плотности p(x), следующих друг за другом на одинаковых по параметру α расстояниях, для нее α19 = 2.9 и потому mp = 0.707317. Как видим, это значение не сильно отличается от mc = 0.75. Соответствующих графиков мы здесь не приводим. 
4. Пример покупки волатильности

Определим допустимую плотность c(x), положив β = 3.0; ν = 4.0. При этом mc = 0.75; vc = 7.0. 

Покупка волатильности предполагает игру инвестора на повышение волатильности, т.е. прогнозная плотность p(x) должна давать более высокую дисперсию, чем ценовая плотность c(x). Примем, например, что vp = 3.5 (< vc = β + ν = 7.0).

В распоряжении инвестора остается параметр mp, который ему надлежит выбирать по критерию минимума доходности. Варьируя этот параметр, получаем семейство плотностей p(x) для тестирования на выполнение критерия. В соответствии с принятыми нами ограничениями этот параметр при sp = 3.5 меняется в пределах от 1/2.5 до 2.5. В этом интервале следует задать k + 1 значение параметра mp. Нам будет удобнее задавать равномерную решетку для числителя α этого параметра mp = α/μ. Обозначим границы допустимого интервала для α через a1 и a2. Имеем 

a1 = 1.0, a2 = vp – a1 = 2.5, Δ = (a2 – a1)/k = 0.03. 

Для параметра α получаем дискретное множество значений αj = a1 + j Δ ,  j ( J, каждому из которых отвечает своя прогнозная плотность 
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В результате получаем k-мерный вектор доходностей
y = {1.65389, 1.50717, 1.37632, 1.25968, 1.15589, 1.06374, 0.982065, 0.910224, 0.847173, 0.792472, 0.745507, 0.7058, 0.672976, 0.646734, 0.626796, 0.612973, 0.605128, 0.603161, 0.607035, 0.616757, 0.632363, 0.653956, 0.681687, 0.715717, 0.756293, 0.803671, 0.858221, 0.920266, 0.990293, 1.06879, 1.1563, 1.25346, 1.361, 1.47972, 1.61055, 1.7545, 1.91274, 2.08659, 2.27759, 2.4874, 2.71803, 2.97177, 3.25119, 3.55934, 3.89974, 4.27643, 4.69421, 5.15867, 5.67637, 6.25509}.
Наименьшую доходность доставляет 18-я компонента этого вектора, для нее для нее α18 = 1.54 и потому mp = 0.785714. Это значение также не сильно отличается от mc = 0.75. Соответствующих графиков мы здесь не приводим.
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