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Введение
Континуальный критерий VaR (CC-VaR), введенный в работе автора [1], требует, чтобы строящийся из имеющихся на рынке инструментов портфель инвестора порождал случайный доход q, удовлетворяющий неравенствам P{q ( ((ε)} ( 1–ε для всех ε([0,1] (P{M} – вероятность множества M с точки зрения инвестора). Неотрицательная, монотонно возрастающая и непрерывная функция ((ε) задается инвестором и определяет его рисковые предпочтения. Типичным примером может служить функция ((ε) = ελ, ε([0,1], λ>0. Исходным для применения CC-VaR является теоретический однопериодный рынок с некоторым базовым активом (например, акцией). 
В работе проводится анализ проблемы выбора базиса в задачах построения оптимального по CC-VaR портфеля на дискретных по страйкам рынках опционов. Показывается преимущество использования базиса из нормированных простейших баттерфляев, а также сводящиеся к нему линейным преобразованием базисы из иных элементарных инструментов опционного рынка.
1. Сценарный и опционный дискретный по страйкам рынки
В конце периода цена базового актива случайна с плотностью p(x), x(X = [a, b), составляющей прогноз инвестора. Платежная функция произвольного инструмента I обозначается π(x; I), а его цена – |I|. На рынке торгуются δ-инструменты D(s) с π(x; D(s)) = δ(x–s) (δ-функция относительно s). Их цены |D(s)| = c(s), s(X, задаются рынком, и предполагается, что интеграл от c(s) на множестве X равен единице. В таком случае функцию c(s), s(X, можно назвать рыночной (или ценовой) плотностью. В свою очередь, плотность p(x), x(X, можно рассматривать как справедливую с точки зрения инвестора (его прогноза) цену δ-инструмента и записывать ||D(x)|| = p(x) (далее всюду ||I|| – обозначение справедливой цены инструмента I). 

(i) Сначала рассматривается сценарная схема дискретизации. Сценарии определяются равномерным разбиением множества X на n интервалов, h – длина сценария. Для построения оптимальных портфелей выбирается базис из инструментов Di, i ( I = {1,…,n}, π(x; Di) = χi(x) (характеристическая функция i-го сценария). Для них определяются неотрицательные векторы cS ≡ {cS,i = |Di|, i(I} и pS ≡ {pS,i = ||Di||, i(I} интегрированием на сценариях плотностей c(x) и p(x) соответственно. 

Построение оптимального портфеля для сценарного рынка основывается на сравнении полученных векторов pS и cS. Для этого используется рассмотренное в [2] проецирование континуального алгоритма на сценарный рынок. Дискретная версия алгоритма допускает лаконичную запись: 

ρ = p/c; {ξ,η}; d = p(ξ); ε = Τ.d; b = ε2; g = b(η); G = (i(I giBi;  A = b.c(ξ), R = b.p(ξ), y = R/A–1.

Здесь ξ – вектор упорядочения, η – обратный к нему вектор, Τ – треугольная матрица суммирования, g – вектор весов базисных инструментов в портфеле G, A – инвестиционная сумма, R – средний доход портфеля, y – доходность. Алгоритм использует процедуру Неймана-Пирсона [3]. 

(ii) При опционной схеме дискретизации каждый сценарный базисный инструмент Di, i = 2, ..., n–1, заменяется простейшим нормированным баттерфляем Bi, образованным тремя соседними страйками (каждый из которых – центр сценария). При i = 1, n роль таких базисных баттерфляев играют нормированные простейшие спрэды. Для базиса из коллов Ci, i(I, имеем 

B1 = M + (C2 – C1)/h,    Bi = (Ci – 1 – 2Ci + Ci + 1)/h,  i = 2,…, n–1,    Bn = (Cn – 1 – Cn)/h. 
Здесь M – единичный маржевый инструмент, π(x; M) = π(x; U) ≡ 1. Очевидно, (i(I Di = (i(I Bi = = U. Базис Β = {Bi, i(I} назовем каноническим. Для него определяются неотрицательные векторы cB ≡ {cB,i = |Bi|, i(I} и pB ≡ {pB,i = ||Bi||, i(I} интегрированием для каждого i(I плотностей c(x) и p(x) соответственно c платежными функциями базисных баттерфляев в качестве весовых. 
Таким образом получаются по два комплекта векторов c и p, и можно далее использовать любое из четырех возможных сочетаний пар {pS, cS}, {pB, cS}, {pS, cB}, {pB, cB}. Они образуют соответственно варианты #SS, #BS, #SB, #BB. Вариант #BS сразу представляется неестественным и далее не рассматривается.
(iii) Помимо канонического за основу можно брать и иной базис, состоящий из так называемых элементарных инструментов (например, обычных опционов, спрэдов): Ε ≡ {Ei, i(I} (см. [4]). Допустимо включение и единичного (безрискового) актива U. Переход от него к сценарному базису реализует матрица Y ≡ {yij, i,j(I}, где yij – доход, получаемый от инструмента Ei при реализации j-го сценария и для определенности вычисляемый для центра сценария. При выборе базиса следует обеспечить условие Det[Y] ≠ 0. Обратный переход реализует матрица Y–1. 
По алгоритму набор E трансформируется в набор (единичных) базисных инструментов Φ ≡ {Fi, i(I} = Y–1 E, элемент которого Fi в центре сценария дает единичный доход. Эти инструменты Fi уже могут не совпадать с базисными баттерфляями. И потому результирующий портфель может отличаться от оптимального для задачи с теми же данными, но с каноническим базисом Β = {Bi, i(I}. Тем не менее в таких случаях в силу специфики платежных функций коллов и путов, как правило, сохраняется равенство ∑i(I Fi = U. 
Как и в случае (ii) находятся векторы cE ≡ {cE,i = |Fi|, i(I} и pE ≡ {pE,i = ||Fi||, i(I} интегрированием для каждого i(I плотностей c(x) и p(x) соответственно c платежными функциями новообразованных базисных инструментов в качестве весовых. Из векторов pE и cE образуем дополнительно две пары {pS, cE} и {pE, cE} и соответственно варианты #SE, #EE. 
2. Сравнительный анализ базисов
Для удобства формирования данных для построения оптимального портфеля во всех последующих примерах полагаем a = –1, b = 1, т.е. X = [–1, 1) (отрицательные цены не должны смущать читателя, так как все результаты легко переносятся на любой другой конечный полуинтервал). Примем еще, что на рынке торгуют всеми коллами и путами с n = 10 страйками. 

Пример. Пусть  p(x) ≡ 17/30 – x2/5,  c(x) ≡ 13/24 + x/15 – x2/8,  x(X. 

(i) Сначала рассматривается сценарный рынок. Интегрированием на сценариях находим 

pS = {0.0808, 0.0936, 0.1032, 0.1096, 0.1128, 0.1128, 0.1096, 0.1032, 0.0936, 0.0808};

cS = {0.076, 0.0866667, 0.0953333, 0.102, 0.106667, 0.109333, 0.11, 0.108667, 0.105333, 0.1}.

Применение алгоритма в чисто сценарном варианте, т.е. при p = pS, c = cS, дает:
g = {0.48108, 0.80425, 1, 0.6451, 0.37552, 0.25, 0.14992, 0.077062, 0.030415, 0.0065286}; 

(1)
G = ∑ i(I giDi.    □

(ii) На рынке опционов рассматривается канонический базис из баттерфляев Β ≡ {Bi, i(I}, т.е. 

Β  =  {U – (C1 – C2)/h,  (C1 – 2C2 + C3)/h,  (C2 – 2C3 + C4)/h,   (C3 –2C4 + C5)/h,  (C4 – 2C5 + C6)/h, (C5 – 2C6 + C7)/h, (C6 – 2C7 + C8)/h, (C7 –2C8 + C9)/h, (C8 – 2C9 + C10)/h, (C9 – C10)/h}.

Для этого случая вычисления дают

cB = {0.07644, 0.086583, 0.09525, 0.10192, 0.10658, 0.10925, 0.10992, 0.10858, 0.10525, 0.1002}; 

pB = {0.08133, 0.09347, 0.1031, 0.10947, 0.11267, 0.11267, 0.10947, 0.10307, 0.093467, 0.08133}. 
Используя эти векторы в вариантах #SS, #SB, и #BB и производя в (1) замены Di → Bi, а затем и Bi через коллы, получаем соответствующие портфели в терминах коллов: 
gSS = {0.481081, 0.80425, 1, 0.64513, 0.375524, 0.25, 0.149924, 0.0770618, 0.030415, 0.0065286}; 

GSS = ∑ i(I giBi = 0.481081 U + 1.61585 С1 – 0.637098 С2 – 2.7531 С3 + 0.426317 С4 + 0.720413 С5 + 0.127238 С6 + 0.13607 С7 + 0.131078 С8 + 0.113798 С9 + 0.119434 С10. 
gSB = {0.337329, 0.80425, 1, 0.64513, 0.481081, 0.25, 0.149924, 0.0770618, 0.030415, 0.0065286}; 

GSB = 0.337329 U + 2.33461 С1 – 1.35586 С2 – 2.7531 С3 + 0.954102 С4 – 0.335158 С5 + 0.655024 С6 + 0.13607 С7 + 0.131078 С8 + 0.113798 С9 + 0.119434 С10. 

gBB = {0.481636, 0.804489, 1, 0.645559, 0.37536, 0.25, 0.150027, 0.0772099, 0.030555, 0.006615};

GBB = 0.481636 U + 1.61427 С1 – 0.636714 С2 – 2.74976 С3 + 0.421215 С4 + 0.724189 С5 + 0.126938 С6 + 0.135778 С7 + 0.130812 С8 + 0.113575 С9 + 0.1197 С10. 

Очевидно, GSB ≠ GSS, и это связано с различием в упорядоченностях. 

(iii) Теперь на рынке опционов для тех же плотностей p(x) и c(x) рассматривается базис из элементарных инструментов – коллов (с добавлением единичного инструмента U): 
Ε = {C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8, C9, U},

Для него Y = {yij, i,j(I}, yij = {max[0, sj–si] = h(j–i), j ≥ i;  0, j < i},  i(I\{n}, j(I;  ynj = 1, j(I. При этом Det[Y] ≠ 0. При Y ≠ I  следует использовать расширенную версию алгоритма. Имеем

Φ = Y–1 Ε =  {U – 5С1 + 5С2,   5С1 – 10С2 + 5С3,   5С2 – 10С3 + 5С4, 5С3 – 10С4 + 5С5,  5С4 – 10С5 + 5С6,  5С5 – 10С6 + 5С7,  5С6 –10С7 + 5С8, 5С7 –10С8 + 5С9, 5С8 – 10С9, 5С9}.

Имеет место: 

Fi = Bi,  i =1,2,…,8;  F9 = 5 С8 – 10 С9 ≠ B9 = 5 С8 – 10 С9 + 5 С10;  F10 = 5 С9 ≠ B10 = 5 С9 – 5 С10. 

Тем не менее при этом  F9 + F10 = B9 + B10 = 5С8 – 5С9. Поэтому оказывается справедливым также равенство ∑i(I Fi = ∑i(I Bi = U. Далее: 

cE = {0.07644, 0.08658, 0.09525, 0.10192, 0.10658, 0.1092, 0.10992, 0.10858, 0.093019, 0.11245};

pE = {0.0813, 0.093467, 0.10307, 0.10947, 0.11267, 0.11267, 0.10947, 0.10307, 0.08397, 0.09082}. 

Используя эти векторы в вариантах #SE, #EE, и #EsE, и производя в (1) замены Di → Bi, а затем и Bi через коллы, получаем соответствующие портфели в терминах коллов:
gSE = {0.337329, 0.80425, 1, 0.64513, 0.481081, 0.25, 0.086201, 0.033856, 0.149924, 0.00652864};

GSE = w E = g Y–1 E = 0.337329 U + 2.33461 С1 – 1.35586 С2 – 2.7531 С3 + 0.954102 С4 – 0.335158 С5 + 0.33641 С6 + 0.55727 С7 + 0.842064 С8 – 1.29732 С9 + 0 С10. 

gEE= {0.481636, 0.804489, 1, 0.645559, 0.37536, 0.25, 0.150027, 0.0772099, 0.030555, 0.0082492};

GEE = w E = g Y–1 E = 0.481636 U + 1.61427 С1 – 0.636714 С2 – 2.74976 С3 + 0.421215 С4 + 0.724189 С5 + 0.126938 С6 + 0.135778 С7 + 0.130812 С8 + 0.121745 С9 + 0 С10. 

Частичное сравнение портфелей проводится на рис. 1 на графиках их платежных функций.
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Рис. 1. Графики слева: π(x; GBB) (непрерывная линия) и π(x; GSB) (прерывистая линия),
справа: π(x; GEE) (непрерывная линия) и π(x; GSE) (прерывистая линия)
Предпочтительнее вместо #BB и #EE применять соответственно варианты #BsB и #EsE, использующие векторы pB и pE лишь при упорядочении страйков. Результаты качественного сравнения вариантов можно формально записать соотношением #BsB 
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 (#SB, #SS), интерпретируя знак 
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 словом "лучше". Также  #EsE 
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 (#SE, #SS). Наконец, в целом Β 
[image: image8.wmf]f

 E.
3. Базисы, сводящиеся к каноническому 

Приведем два варианта базиса из элементарных инструментов, которые трансформируются линейным преобразованием к каноническому. Первый из них Ε1 = {S1, S2, S3, S4, S5, S6, S7, S8, S9, S10} состоит из пяти пут-спрэдов Si = Pi+1 – Pi, i ≤ 5, и пяти колл-спрэдов Si = Ci–1 – Ci, i ≥ 6. Например, в варианте #EsE в этом базисе оптимальный портфель в терминах спрэдов имеет вид 
G1 = w1 E1 = g1 (Y1)–1 E1 = –1.61585 S1 – 0.978749 S2 + 1.77435 S3 + 1.34803 S4 + 1.87762 S5 + 1.25 S6 – 0.500381 S7 – 0.36431 S8 – 0.233232 S9 – 0.119434 S10, 

а в терминах самих коллов и путов – 

G1 = 1.61585 P1 – 0.637098 P2 – 2.7531 P3 + 0.426317 P4 – 0.529587 P5 + 1.87762 P6 + 1.25 C5 –1.75038 C6 + 0.13607 C7 + 0.131078 C8 + 0.113798 C9 + 0.119434 C10. 

Аналогично сводится к каноническому базис Ε2 = {S1, S2, S3, S4, E5, E6, S7, S8, S9, S10}, состоящий из четырех пут-спрэдов Si = Pi+1 – Pi, i ≤ 4, четырех колл-спрэдов Si = Ci–1 – Ci, i ≥ 7, а также двух смешанных баттерфляев E5 = 2hU + P3 – P5 – C5 + C7 и E6 = 2hU + P4 – P6 – C6 + C8. 
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