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Îïòèìèçàöèÿ êàê ïóòü ê êàòàñòðîôå.
Â.È.Àðíîëüä

1. Ââåäåíèå

Ìîæíî ñìåëî ñêàçàòü, ÷òî â íåäàâíåì ïðîøëîì äîìèíèðóþùàÿ ñõåìà ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé áûëà îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî èìååòñÿ îäíî ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå,
êîòîðîå âûáèðàåò íàèëó÷øåå (â èíòåðåñàõ âñåõ � âñåãäà óòâåðæäàåòñÿ) ðåøåíèå íà çàäàí-
íîì ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ. Ïîñêîëüêó òàêîé ìåõàíèçì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé èãíîðèðóåò â
ñèòóàöèè äðóãèå èíòåðåñû èëè ôàêòîðû, â òîì ÷èñëå è êîíôëèêò, êîòîðûé íóæíî çàðàíåå
ñîãëàñîâàòü, òî ðàíî èëè ïîçäíî ýòî ïðèâîäèò ê ðàçðóøèòåëüíûì ïðîòèâîðå÷èÿì, è ñèòóàöèÿ
ñêà÷êîîáðàçíî ïåðåõîäèò â äðóãîå ôàçîâîå ñîñòîÿíèå. Òàêîé ïåðåõîä � êàòàñòðîôà ñî ìíî-
ãèìè íåæåëàòåëüíûìè ïîñëåäñòâèÿìè. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíîé ìîäåëüþ
ýòîé ñõåìû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè âñå ÷àùå ñòàëè îáñóæ-
äàòüñÿ èíûå ñõåìû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, îñíîâàííûå íà áàëàíñå èíòåðåñîâ âñåõ ó÷àñòíèêîâ
ñèòóàöèè. Òåïåðü èçíà÷àëüíî ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ñèòóàöèÿ íîñèò êîíôëèêòíûé õàðàêòåð è
íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèÿ, ñîãëàñîâûâàþùèå ÷àñòè÷íî ïðîòèâîðå÷èâûå èíòåðåñû ó÷àñòíè-
êîâ ñèòóàöèè è ðàçðåøàþùèå êîíôëèêò. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ñèòóàöèé çàäà÷à îïòèìèçàöèè
íå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àäåêâàòíûé èíñòðóìåíò ïðèíÿòèÿ ñáàëàíñèðîâàííûõ ðåøå-
íèé. Â êà÷åñòâå àäåêâàòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ñîãëàñîâàííûõ ðåøåíèé ìîãóò
âûñòóïàòü ñèñòåìû çàäà÷ îïòèìèçàöèè (â ÷àñòíîñòè, îáðàòíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè) èëè èã-
ðîâûå ìîäåëè, à â êà÷åñòâå ðåøåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàâíîâåñíûå ðåøåíèÿ (íåïîäâèæíûå
òî÷êè). Ïåðåõîä îò îïòèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé ê ðàâíîâåñíûì ñóùåñòâåííî ñäåðæèâàåòñÿ
îòñóòñòâèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà òàêèõ ìå-
òîäîâ è ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåõíèêè � àêòóàëüíàÿ ïðîáëåìà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà ïðèìåðå áèëèíåéíîé ðàâíîâåñíîé çàäà÷è, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå íåëèíåéíûõ ðàâíîâåñíûõ ïðîáëåì, îáñóæäàþòñÿ ãðàäè-
åíòíûé è ýêñòðàãðàäèåíòíûé óïðàâëÿåìûå ïîäõîäû äëÿ ðåøåíèÿ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷. Îáñóæ-
äàåìàÿ ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ íàëè÷èåì ôóíêöèîíàëüíûõ ñâÿçàííûõ îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå
äåëàþò çàäà÷ó òðóäíîé äëÿ âû÷èñëåíèé. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
èãð ñ íåíóëåâîé ñóììîé.

2. Ñåäëîâîé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ ðàâíîâåñèé
2.1. Ñîäåðæàòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ôîðìàëüíóþ ïîñòàíîâêó ðàâíîâåñíîé çàäà÷è, ðàññìîòðèì íå-
ñêîëüêî òèïè÷íûõ ñèòóàöèé, äëÿ êîòîðûõ ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê åñòå-
ñòâåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.

1) Ïîëèòèêà. Ïóñòü ïîëèòè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ â àáñòðàêòíîé ñòðàíå R õàðàêòåðèçóåòñÿ
íàëè÷èåì äâóõ ïîëèòè÷åñêèõ ïàðòèé: ïàðòèè �ïðàâûõ� è ïàðòèè �ëåâûõ�. Âñå ïîëèòè÷åñêèå
ñòðàòåãèè ïàðòèè �ïðàâûõ� äåëàþò àêöåíò íà ðàçâèòèè ïðîèçâîäñòâà, ñòðàòåãèè ïàðòèè �ëå-
âûõ� àêöåíòèðóþò âíèìàíèå íà ñîöèàëüíî ñïðàâåäëèâîì ðàñïðåäåëåíèè ðåñóðñîâ.

Åñëè â äàííûé ìîìåíò â ñòðàíå R ó âëàñòè �ïðàâûå�, òî çíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ ïðîèçâå-
äåííûõ ðåñóðñîâ íàïðàâëÿåòñÿ íà ðàñøèðåíèå ïðîèçâîäñòâà. Â ýòîé ñèòóàöèè ñòðàíà áûñòðî
ðàçâèâàåòñÿ, íî çíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ ðåñóðñîâ îñòàåòñÿ â ðóêàõ íåáîëüøîé ãðóïïû ìåíåäæåðîâ
ïðîèçâîäñòâà, â òî âðåìÿ êàê íåçíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ îñòàâøèõñÿ ðåñóðñîâ ïðèõîäèòñÿ íà áîëü-
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øóþ ÷àñòü íàñåëåíèÿ, íå ó÷àñòâóþùåãî â ïðîèçâîäñòâå. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâíî ñîöèàëüíî
íåñïðàâåäëèâî, ÷òî â êîíöå êîíöîâ ïðèâîäèò ê êîíôëèêòó.

Åñëè æå, íàîáîðîò, ó âëàñòè �ëåâûå�, òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ðåñóðñîâ èäåò íà ñîöèàëü-
íî ñïðàâåäëèâîå ðàñïðåäåëåíèå. Ðåñóðñîâ íà ðàñøèðåíèå ïðîèçâîäñòâà íå õâàòàåò, ÷òî ïðè-
âîäèò ê ñâåðòûâàíèþ ïðîèçâîäñòâà è îáåäíåíèþ ñòðàíû â öåëîì. Ñîöèàëüíî ñïðàâåäëèâî
ðàñïðåäåëÿòü ñòàíîâèòñÿ íå÷åãî, âîçíèêàåò òîòàëüíûé äåôèöèò, è ñèòóàöèÿ ñêàòûâàåòñÿ ê
êàòàñòðîôå.

Â ýòîé ñèòóàöèè ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ãîëîñîâàíèÿ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïðîïîðöèþ
ñìåñè èç �ïðàâûõ� è �ëåâûõ�, ÷òîáû ñôîðìèðîâàòü ïðàâèòåëüñòâî, êîòîðîå ìîæåò ñáàëàí-
ñèðîâàòü (óðàâíîâåñèòü) èíòåðåñû ïðîèçâîäñòâà è ñîöèàëüíî ñïðàâåäëèâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Â ñëó÷àå îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîâåñíîé ïðîïîðöèè âïðàâî èëè âëåâî ñòðàíà â òîì è äðóãîì
ñëó÷àå ïðèõîäèò ê ñîöèàëüíîé íàïðÿæåííîñòè.

2) Ýêîíîìèêà. Â îñíîâå ëþáîé ðàçóìíîé ýêîíîìèêè ëåæèò ìåõàíèçì ðûíêà. Ðûíîê
� ýòî èãðà äâóõ ìàêðîó÷àñòíèêîâ: �ñïðîñà� è �ïðåäëîæåíèÿ�. �Ïðåäëîæåíèå� ïîñòàâëÿåò íà
ðûíîê òîâàðû è ñòàðàåòñÿ ïðîäàòü èõ ïî öåíå êàê ìîæíî áîëåå âûñîêîé, ïîñêîëüêó ÷åì
âûøå öåíà, òåì áîëüøå äîõîä ýòîãî ìàêðîó÷àñòíèêà. �Ñïðîñ� ïîêóïàåò òîâàðû è ñòàðàåòñÿ
ýòî ñäåëàòü ïî öåíå êàê ìîæíî áîëåå íèçêîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàííîì êîëè÷åñòâå
äåíåã ïîêóïàòåëü ñìîæåò êóïèòü áîëüøå ðåñóðñîâ.

Â ñëó÷àå åñëè ñïðîñ ïðåâûøàåò ïðåäëîæåíèå, öåíû íà ïîêóïàåìûå ðåñóðñû ðàñòóò, òàê
êàê ïðîäàâåö ïîëó÷àåò âîçìîæíîñòü ïðîäàòü èõ ïî öåíå áîëåå âûñîêîé, è íàîáîðîò, â ñëó÷àå,
êîãäà ïðåäëîæåíèå ïðåâûøàåò ñïðîñ, ïðîäàâåö ïîíèæàåò öåíû, òàê êàê îí çàèíòåðåñîâàí
ïðîäàòü âñå ñâîè òîâàðû. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàçóìíûõ òîðãîâûõ ïåðåãîâî-
ðîâ ó÷àñòíèêè âñåãäà ñìîãóò ïðèäòè ê ðàâíîâåñíûì öåíàì, ïðè êîòîðûõ ñïðîñ ðàâåí ïðåä-
ëîæåíèþ, ò.å. êîãäà ïðîäàâåö ïðîäàåò âñå ñâîè òîâàðû, à ïîêóïàòåëü óäîâëåòâîðÿåò ñâîè
ïîòðåáíîñòè, êóïèâ íóæíûå òîâàðû â íóæíîì îáúåìå. Îòêëîíåíèå îò ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò
ê èçáûòî÷íîìó ñïðîñó ñ òåì èëè èíûì çíàêîì è, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ê ýêîíîìè÷åñêîìó êðèçèñó.

3) Êèáåðíåòèêà. Ýòî îáøèðíàÿ îáëàñòü ýìïèðè÷åñêèõ çíàíèé, ñâÿçàííàÿ ñ óïðàâëå-
íèåì ðàçëè÷íûìè ñèñòåìàìè (æèâûìè è òåõíè÷åñêèìè) ñ åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ. Èçâåñòíî,
÷òî æèâûå îðãàíèçìû ìîãóò ñîõðàíÿòü ñâîþ æèçíåñïîñîáíîñòü, åñëè çíà÷åíèÿ èõ áàçîâûõ
ïàðàìåòðîâ (òåìïåðàòóðà, äàâëåíèå, õèìè÷åñêèé ñîñòàâ êðîâè è äðóãèå) ïðèíàäëåæàò íåêî-
òîðîìó äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó çíà÷åíèé, èçâåñòíîìó êàê ãîìåîñòàçèñ. Â ñëó÷àå îòêëîíåíèÿ
ïàðàìåòðîâ îðãàíèçìà îò ãîìåîñòàçèñà â äåéñòâèå âñòóïàþò ñïåöèàëüíûå ìåõàíèçìû, çàëî-
æåííûå ýâîëþöèåé, êîòîðûå ñòàðàþòñÿ âåðíóòü áàçîâûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ðàâíîâåñíîå
ñîñòîÿíèå ãîìåîñòàçèñà. Íàïðèìåð, åñëè òåìïåðàòóðà ñðåäû îáèòàíèÿ òåïëîêðîâíîãî îðãà-
íèçìà ñèëüíî ïîíèæàåòñÿ, òî ñèñòåìà òåðìîðåãóëÿöèè îðãàíèçìà îáåñïå÷èâàåò ïðèòîê òåïëîé
êðîâè ê ïîâåðõíîñòíûì òêàíÿì îðãàíèçìà è ñîãðåâàåò åãî. Íàîáîðîò, â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî
ñèëüíîãî ïîâûøåíèÿ òåìïåðàòóðû ñðåäû îáèòàíèÿ ñèñòåìà òåðìîðåãóëÿöèè âêëþ÷àåò ìå-
õàíèçìû ïîòîîòäåëåíèÿ è äûõàíèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âûäåëåíèå èçáûòêà òåïëà. Åñëè
îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðíûõ ïàðàìåòðîâ îðãàíèçìà îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ãîìåîñòàçèñà)
çíà÷èòåëüíî, òî òåïëîêðîâíûé îðãàíèçì ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå áîëåçíè.

Ïîâåäåíèå òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ óïðàâëåíèÿ èìååò òó æå ëîãèêó. Ïóñòü
ïîïëàâêîâûé ðåãóëÿòîð ïîääåðæèâàåò çàäàííûé óðîâåíü âîäû â íåêîòîðîé åìêîñòè. Åñëè
óðîâåíü âîäû â ýòîé åìêîñòè ïàäàåò, ïîïëàâîê ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ïåðåìåùàåòñÿ
âíèç. Êîðîìûñëî, êîòîðûì ïîïëàâîê ñâÿçàí ñ íåêîòîðûì øàðíèðíûì ìåõàíèçìîì, îòêðû-
âàåò çàñëîíêó â òðóáå. Âîäà ïîñòóïàåò â åìêîñòü è ïîäíèìàåò ïîïëàâîê; çàñëîíêà ïðè ýòîì
çàêðûâàåòñÿ. Ïîñòóïëåíèå âîäû â åìêîñòü ïðåêðàùàåòñÿ, çàäàííûé óðîâåíü âîäû âîññòàíàâ-
ëèâàåòñÿ. Ýòîò óðîâåíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ðåãóëèðóåìîé ñèñòåìû.
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Ïðè çíà÷èòåëüíîì îòêëîíåíèè îò ýòîãî óðîâíÿ òåõíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò ïîéòè âðàçíîñ.

2.2. Ïîñòàíîâêà ðàâíîâåñíîé çàäà÷è
1) Ðàâíîâåñíûå çàäà÷è íà êâàäðàòå. Â áèëèíåéíîé çàäà÷å ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè òðåáóåòñÿ íàéòè íåïîäâèæíóþ òî÷êó v∗ ∈ D∗,
óäîâëåòâîðÿþùóþ ýêñòðåìàëüíîìó âêëþ÷åíèþ âèäà [1]

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw,w〉 | Aw ≤ a, w ≥ 0}, (2.2.1)

ãäå ðàçìåðíîñòè ìàòðèö è âåêòîðîâ ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òî âñå âåêòîðíî-ìàòðè÷-
íûå îïåðàöèè êîððåêòíû. Â ÷àñòíîñòè, Φ, B � n × n ìàòðèöû, A � m × n ìàòðèöà, ϕ,
a � ôèêñèðîâàííûå âåêòîðû, ïåðåìåííûå w è v ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â îäíîì è òîì æå
äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå D = {w ∈ Rn |Aw ≤ a, w ≥ 0}. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýêñòðåìàëüíîå
(ìàðãèíàëüíîå) îòîáðàæåíèå w(v) ≡ argmin{〈Φv + ϕ,w〉 + (1/2)〈Bw, w〉 | Aw ≤ a, w ≥ 0}
ïåðåâîäèò êàæäóþ òî÷êó äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà D â âûïóêëîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
èç D. Ñîãëàñíî [2] òàêîå îòîáðàæåíèå ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ èìååò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó, ò.å. òî÷êó, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â ñâîåì îáðàçå v∗ ∈ w(v∗), ãäå v∗ ∈ D∗ ⊂ D; ïðè ýòîì
ïàðà âåêòîðîâ v∗, v∗ âñåãäà ëåæèò íà äèàãîíàëè êâàäðàòà D ×D.

Êàê ñëåäóåò èç (2.2.1), ëþáîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

〈Φv∗ + ϕ, v∗〉+
1

2
〈Bv∗, v∗〉 ≤ 〈Φv∗ + ϕ,w〉+

1

2
〈Bw, w〉 (2.2.2)

äëÿ âñåõ w ∈ D. Íåðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå íåïî-
äâèæíîé òî÷êè. Ââåäåì ôóíêöèþ (ñäâèã îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè êâàäðàòà D ×D)

Ψ(v, w) = 〈Φv + ϕ, w〉+ (1/2)〈Bw,w〉 − 〈Φv + ϕ, v〉 − (1/2)〈Bv, v〉. (2.2.3)

Ýòà ôóíêöèÿ íà äèàãîíàëè êâàäðàòà D×D ðàâíà íóëþ: Ψ(v, w)|v=w = 0 ∀v ∈ D. Èñïîëüçóÿ
Ψ(v, w), çàäà÷ó (2.2.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

0 ≤ Ψ(v∗, w) ∀w ∈ D. (2.2.4)

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îáùåé áèëèíåéíîé çàäà÷è (2.2.1).
• Ñåäëîâîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ïóñòü ìàòðèöà Φ â (2.2.1) àíòèñèììåòðè÷íà, ò.å. óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ Φ = −Φ>, à B = 0 è ϕ = 0; òîãäà

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗, w〉 | Aw ≤ a, w ≥ 0}. (2.2.5)

Ïîêàæåì, ÷òî ïàðà v∗, v∗, ãäå v∗ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (2.2.5), ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì äëÿ ôóíê-
öèè 〈Φv, w〉 íà ìíîæåñòâå D ×D. Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ íà äèàãî-
íàëè êâàäðàòà D ×D. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àíòèñèììåòðèè, èìååì 〈Φv, v〉 =
= 〈v, Φ>v〉 = −〈v, Φv〉 = −〈Φv, v〉. Îòñþäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì 〈Φv, v〉 = 0 ∀v ∈ D. Ïî-
ñêîëüêó v∗ � ðåøåíèå (2.2.5), òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 = 〈Φv∗, v∗〉 ≤ 〈Φv∗, w〉 ∀w ∈ D.
Óìíîæèì ýòî íåðàâåíñòâî íà −1; òîãäà 0 ≥ −〈Φv∗, w〉 = 〈Φ>v∗, w〉 = 〈v∗, Φw〉 = 〈Φw, v∗〉
∀w ∈ D. Îòñþäà

〈Φv, v∗〉 ≤ 〈Φv∗, v∗〉 ≤ 〈Φv∗, w〉 ∀v, w ∈ D, (2.2.6)
ò.å. v∗, v∗ � ñåäëîâàÿ òî÷êà. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î âû÷èñëåíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè (2.2.5)
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñåäëîâîé çàäà÷è ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïîñêîëüêó ïåðåìåííûå ýòîé ôóíê-
öèè îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè, à ñåäëîâàÿ òî÷êà ëåæèò íà äèàãîíàëè êâàäðàòà D ×D.
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• Êâàäðàòè÷íîå ïðîãðàììèðîâàíèå [3]. Ïóñòü â (2.2.1) Φ = 0, ϕ = 0, à B � ñèììåòðè÷íàÿ
ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà (ò.å. 〈Bw, w〉 ≥ 0 ∀w ∈ Rn); òîãäà

v∗ ∈ Argmin{(1/2)〈Bw, w〉 | Aw ≤ a, w ≥ 0}. (2.2.7)

Çäåñü v∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè íåêîòîðûõ
óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (2.2.7) ìîæåò áûòü ñâåäåíà
ê ñåäëîâîé çàäà÷å: íàéòè ïàðó âåêòîðîâ v∗, p∗ òàêèõ, ÷òî

L(v∗, p) ≤ L(v∗, p∗) ≤ L(w, p∗) ∀v ≥ 0, p ≥ 0, (2.2.8)

ãäå L(w, p) = (1/2)〈Bw,w〉+ 〈p,Aw − a〉 � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (2.2.7).
• Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå [4]. Ïóñòü â (2.2.1) ìàòðèöû Φ = 0, B = 0; òîãäà

v∗ ∈ Argmin{〈ϕ,w〉 | Aw ≤ a, w ≥ 0}, (2.2.9)

ãäå v∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäà÷à (2.2.9) òàêæå
ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âû÷èñëåíèþ ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà ýòîé çàäà÷è: L(w, p) =
= 〈ϕ,w〉 + 〈p,Aw − a〉, w ≥ 0, p ≥ 0. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó v∗, p∗, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå (2.2.8), ãäå v∗ � ïðÿìîå
ðåøåíèå çàäà÷è (2.2.9), à p∗ � ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è.

2) Ðàâíîâåñíûå çàäà÷è ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ðàâíîâåñíûå çàäà÷è ñî
ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàèáîëåå åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå çàäà÷è
(2.2.1). Ýòè çàäà÷è ñîäåðæàò ñâÿçàííûå îãðàíè÷åíèÿ, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà [5, 6]:

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw,w〉 | 〈v∗, Aiw〉 ≤ βi, w ≥ 0}, i = 1, 2, . . . , m. (2.2.10)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî v∗ ∈ V , ãäå ìíîæåñòâî V ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé äîïóñòèìîãî ìíî-
æåñòâà {v, w | 〈v,Aiw〉 ≤ βi , w ≥ 0}, i = 1, 2, . . . ,m, íà êîîðäèíàòó v. Çàäà÷è ñî ñâÿçàííûìè
îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàèáîëåå àäåêâàòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé
äëÿ îïèñàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ðûíêîâ ñî ìíîãèìè ó÷àñòíèêàìè è ñëîæíûõ ñåòåé ñî ìíîãèìè
÷àñòè÷íî ïðîòèâîðå÷èâûìè ôàêòîðàìè.

Çàäà÷à (2.2.10) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

〈Φv∗ + ϕ, v∗〉+ (1/2)〈Bv∗, v∗〉 ≤ 〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw, w〉,
〈v∗, Aiw〉 ≤ βi, w ≥ 0, i = 1, 2, . . . , m.

(2.2.11)

Âñå ñîáûòèÿ â çàäà÷å (2.2.1) ïðîèñõîäÿò íà êâàäðàòå D×D, íî êâàäðàò � ýòî ìíîæåñòâî,
ñèììåòðè÷íîå îòíîñèòåëüíî ñâîåé äèàãîíàëè, ò.å. �ïðÿìîé� v = w. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñâîéñòâî
ñèììåòðèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà äîëæíî ñîõðàíÿòüñÿ è äëÿ çàäà÷ ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå âëå÷åò çà ñîáîé ñâîéñòâî ñèììåòðèè ôóíêöèé-îãðàíè÷åíèé,
à ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ìàòðèöû Ai,
i = 1, 2, . . . ,m, � ñèììåòðè÷íûå, ò.å. Ai = A>

i , i = 1, 2, . . . , m.

2.3. Ðàñùåïëåíèå ðàâíîâåñíûõ çàäà÷
1) Ñèììåòðè÷íûå ðàâíîâåñíûå çàäà÷è. Â ïîñòàíîâêå ðàâíîâåñíîé çàäà÷è (2.2.1) ìàòðè-
öà Φ ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, à B � ñèììåòðè÷íîé. Îäíàêî ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì ðàññìîòðåòü áîëåå óçêèå êëàññû ðàâíîâåñíûõ áèëèíåéíûõ çàäà÷, íàïðèìåð, ñ ñèììåò-
ðè÷íûìè è àíòèñèììåòðè÷íûìè ìàòðèöàìè.
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Ïóñòü Φ � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ò.å. Φ = Φ>; òîãäà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Φ(v, w) =
= 〈Φv, w〉 è ϕ(w) = 〈ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw, w〉 è ïðåäñòàâèì (2.2.1) â ôîðìå

Φ(v∗, v∗) + ϕ(v∗) ≤ Φ(v∗, w) + ϕ(w) ∀w ∈ D. (2.3.1)

Òàê êàê ìàòðèöà Φ ñèììåòðè÷íà, òî

Φ(v, w) = 〈Φv, w〉 = 〈Φw, v〉 = Φ(w, v).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (2.3.1) èìååì

Φ(v∗, v∗) + ϕ(v∗) ≤ Φ(w, v∗) + ϕ(w) ∀w ∈ D. (2.3.2)

Ñîïîñòàâèâ (2.3.1) è (2.3.2), âèäèì, ÷òî ôóíêöèè Φ(v, w)+ϕ(w) è Φ(w, v)+ϕ(w) â ðàâíîâåñíîì
ñîñòîÿíèè (v∗, v∗) äîñòèãàþò ìèíèìóìà ïî w â òî÷êå v∗ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè v =
= v∗. Áîëåå òîãî, ñóæåíèå ôóíêöèè Φ(v, w) + 2ϕ(w)|v=w íà äèàãîíàëè êâàäðàòà D × D ïðè
äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Φ (ò.å. 〈Φw,w〉 ≥ 0
∀w ∈ Rn) òàêæå äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå v∗, v∗.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 〈Φ(w − v), w − v〉 ≥ 0 ∀(w − v) ∈ Rn; îòñþäà ïîëó÷èì

〈Φw,w〉 − 2〈Φw, v〉+ 〈Φv, v〉 ≥ 0 ∀w, v ∈ Rn. (2.3.3)

Ïðè v = v∗ èç (2.3.3) èìååì

2〈Φv∗, w〉 ≤ 〈Φw,w〉+ 〈Φv∗, v∗〉 ∀w ∈ Rn.

Ñîïîñòàâèâ ýòî íåðàâåíñòâî ñ (2.3.1), ïîëó÷èì

2Φ(v∗, v∗) + 2(ϕ(v∗)− ϕ(w)) ≤ Φ(w, w) + Φ(v∗, v∗) ∀w ∈ D.

Îòñþäà
Φ(v∗, v∗) + 2ϕ(v∗) ≤ Φ(w,w) + 2ϕ(w) ∀w ∈ D. (2.3.4)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
Óòâåpæäåíèå 2.3.1. Åñëè ìàòðèöà Φ � ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäå-

ëåííàÿ, òî ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à (2.3.1) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè âèäà

v∗ ∈ Argmin{Φ(w,w) + 2ϕ(w) | w ∈ D}. (2.3.5)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè v∗ � ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (2.3.1), òî v∗ � ìèíèìóì (2.3.5). Âåðíî è
îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

2) Àíòèñèììåòðè÷íûå ðàâíîâåñíûå çàäà÷è. Ìû óæå ïîêàçàëè, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ
çàäà÷à (2.2.5) ñ àíòèñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé Φ ñâîäèòñÿ ê ñåäëîâîé çàäà÷å (2.2.6). Åñëè
öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (2.2.5) ïîìèìî àíòèñèììåòðè÷íîãî ÷ëåíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ôóíêöèþ
îäíîé ïåðåìåííîé

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗, w〉+ ϕ(w) | Aw ≤ a, w ≥ 0}, (2.3.6)
òî òàêàÿ çàäà÷à, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñâîäèòñÿ ê ñåäëîâîé. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèòóàöèþ â öåëîì
ïðèâåñòè ê ñåäëîâîé çàäà÷å, ââåäåì ôóíêöèþ ñäâèãà îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè êâàäðàòà D×D,
ò.å.

Ψ(v, w) = Φ(v, w) + ϕ(w)− Φ(v, v)− ϕ(v) = Φ(v, w) + ϕ(w)− ϕ(v) ∀v, w ∈ D,
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ãäå Φ(v, v) = 0 ∀v ∈ D. Çàòåì â òåðìèíàõ ýòîé ôóíêöèè ïåðåôîðìóëèðóåì èñõîäíóþ ðàâíî-
âåñíóþ çàäà÷ó â ôîðìå (2.3.1):

0 = Ψ(v∗, v∗) ≤ Ψ(v∗, w) ∀w ∈ D. (2.3.7)

Ýêâèâàëåíòíîñòü (2.3.6) è (2.3.7) î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó èõ öåëåâûå ôóíêöèè îòëè÷àþòñÿ òîëü-
êî íà êîíñòàíòó ϕ(v∗).

Ïîêàæåì, ÷òî v∗, v∗ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé äëÿ Ψ(v, w) íà D ×D. Äåéñòâèòåëüíî, èç
(2.3.7) èìååì

0 = Φ(v∗, v∗) + ϕ(v∗)− ϕ(v∗) ≤ Φ(v∗, w) + ϕ(w)− ϕ(v∗) ∀w ∈ D.

Óìíîæèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà −1; òîãäà

0 ≥ −〈Φv∗, w〉 − ϕ(w) + ϕ(v∗) = 〈Φ>v∗, w〉 − ϕ(w) + ϕ(v∗) = 〈Φw, v∗〉 − ϕ(w) + ϕ(v∗) ∀w ∈ D.

Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â ôîðìå

Ψ(v, v∗) ≤ 0 ∀v ∈ D.

Ñîïîñòàâëÿÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ (2.3.7), ïîëó÷èì

Ψ(v, v∗) ≤ Ψ(v∗, v∗) ≤ Ψ(v∗, w) ∀v, w ∈ D ×D. (2.3.8)

Èç (2.3.8) ñëåäóåò
Óòâåpæäåíèå 2.3.2. Åñëè v∗ � ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.3.6) è ìàòðèöà Φ àíòè-

ñèììåòðè÷íà, òî òî÷êà v∗, v∗ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé äëÿ ôóíêöèè ñäâèãà Ψ(v, w) = Φ(v, w)+
+ϕ(w)− ϕ(v).

3) Ðàñùåïëåíèå çàäà÷. Ìû ðàññìîòðåëè äâà âàæíûõ êëàññà áèëèíåéíûõ ðàâíîâåñíûõ
çàäà÷: ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå. Â ëèíåéíîé àëãåáðå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëþ-
áóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó âñåãäà ìîæíî ðàñùåïèòü íà ñóììó äâóõ ìàòðèö Φ = S + K, ãäå
S = (1/2)(Φ + Φ>), à K = (1/2)(Φ − Φ>), ïðè÷åì S � ñèììåòðè÷íàÿ, à K � àíòèñèììåò-
ðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñîîòâåòñòâåííî, áèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 〈Φv, w〉 ðàñùåïëÿåòñÿ íà ñóììó äâóõ
ôóíêöèé

〈Φv, w〉 = 〈Sv, w〉+ 〈Kv, w〉.
Òàê êàê ôóíêöèÿ 〈Sv, w〉 � ñèììåòðè÷íàÿ, òî ãðàäèåíò Sv ýòîé ôóíêöèè ïî w ñîâïàäàåò
ñ ãðàäèåíòîì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè (1/2)〈Sw,w〉 ïðè w = v. Ýòî äàåò íàì âîçìîæíîñòü
ââåñòè åùå îäíó ôóíêöèþ

P (v, w) = (1/2)〈Sw, w〉+ 〈Kv, w〉

è ðàññìîòðåòü äâå ðàâíîâåñíûå çàäà÷è ñ ðàçëè÷íûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw, w〉 | Aw ≤ a, w ≥ 0}, (2.3.9)
v∗ ∈ Argmin{〈Kv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈(S + B)w, w〉 | Aw ≤ a, w ≥ 0}. (2.3.10)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ãðàäèåíò-ñóæåíèÿ îáåèõ ôóíêöèé íà äèàãîíàëè êâàäðàòà D ×D ñîâ-
ïàäàþò, ò.å.

∇2Φ(v, w)|v=w = ∇2P (v, w)|v=w;
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ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷ (2.3.9) è (2.3.10) è ìíîæåñòâî èõ
òî÷åê ðàâíîâåñèÿ òàêæå ñîâïàäàþò. Â ýòîé ñèòóàöèè ôóíêöèþ P (v, w) ìîæíî ñ÷èòàòü ñåä-
ëîâûì ïîòåíöèàëîì [7] äëÿ îïåðàòîðà ∇2Φ(v, w)|v=w è èñïîëüçîâàòü åå â êà÷åñòâå öåëåâîé
ôóíêöèè äëÿ ðåøåíèÿ ðàâíîâåñíîé çàäà÷è (2.3.9).

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ äâå çàäà÷è (2.3.9) è (2.3.10) ñ ðàçíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè, íî
ñ ñîâïàäàþùèìè íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ñîâïàäàþùèìè ìíîæåñòâàìè
ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èñõîäíóþ ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó (2.3.9) ñ
ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöåé Φ âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó (2.3.10) ñ àíòèñèììåòðè÷íîé (è òåì
ñàìûì ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé) ìàòðèöåé K è ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé S + B.

Åñëè â (2.3.10) ôóíêöèÿ 〈ϕ,w〉 + (1/2)〈(S + B)w, w〉 ≡ 0 ∀w ∈ D, òî ìû èìååì ñåäëî-
âóþ çàäà÷ó; åñëè æå, íàîáîðîò, 〈Kv,w〉 ≡ 0 ∀v, w ∈ D, � ïîëó÷àåì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

Óòâåpæäåíèå 2.3.3. Ðàâíîâåñíóþ áèëèíåéíóþ çàäà÷ó âñåãäà ìîæíî ðàñùåïèòü íà ñóì-
ìó äâóõ çàäà÷, îäíà èç êîòîðûõ � ñåäëîâàÿ çàäà÷à, à äðóãàÿ � çàäà÷à îïòèìèçàöèè.

Â îáùåé ñèòóàöèè ìàòðèöà Φ â (2.3.9) àíòèñèììåòðè÷íàÿ (èëè, â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå,
ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ), à ìàòðèöà B èëè S +B âñåãäà ñèììåòðè÷íàÿ. Îäíàêî äëÿ
îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ê ðàâíîâåñíûì ðåøåíèÿì äîïîëíèòåëüíî áóäåì
ïðåäïîëàãàòü ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû B èëè, â ñëó÷àå ðàñùåïëåíèÿ,
ìàòðèöû S + B. Â äàëüíåéøåì çàäà÷è ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíî
ïîëóîïðåäåëåííûìè ðàâíîâåñíûìè çàäà÷àìè.

2.4. Ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûå ðàâíîâåñíûå çàäà÷è
1) Ïðÿìàÿ è äóàëüíàÿ çàäà÷è. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó

〈Φv∗, v∗〉+ ϕ(v∗) ≤ 〈Φv∗, w〉+ ϕ(w) ∀w ∈ D, (2.4.1)

ãäå Φ � ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ (â ÷àñòíîñòè, àíòèñèììåòðè÷íàÿ) ìàòðèöà, à ϕ(w)
� êâàäðàòè÷íàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé.

Ââåäåì ïîíÿòèå äóàëüíîé ðàâíîâåñíîé çàäà÷è. Ïóñòü 〈Φ(w− v), w− v〉 ≥ 0 ∀(w− v) ∈ Rn;
òîãäà

〈Φw, w〉 − 〈Φw, v〉 − 〈Φv, w〉+ 〈Φv, v〉 ≥ 0 ∀w, v ∈ Rn. (2.4.2)
Ïðè v = v∗ èç (2.4.2) èìååì

〈Φw,w〉+ ϕ(w)− 〈Φw, v∗〉 − ϕ(v∗) ≥ 〈Φv∗, w〉+ ϕ(w)− 〈Φv∗, v∗〉 − ϕ(v∗) ∀w ∈ D. (2.4.3)

Ñîïîñòàâëÿÿ (2.4.1) è (2.4.3), ïîëó÷èì

〈Φv, v〉+ ϕ(v)− 〈Φv, v∗〉 − ϕ(v∗) ≥ 0 ∀v ∈ D. (2.4.4)

Íàðÿäó ñ ðàâíîâåñíîé çàäà÷åé (2.4.1), êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîé, ââåäåì åùå îäíó
ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ íàçîâåì äóàëüíîé [8, 9]: â ýòîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
âåêòîð v∗ òàêîé, ÷òî óñëîâèå (2.4.4) âûïîëíåíî, ò.å.

v∗ ∈ Argmax{Φ(v, v∗) + ϕ(v∗)− Φ(v, v)− ϕ(v) | Av ≤ a, v ≥ 0}. (2.4.5)

Èç (2.4.3) è (2.4.4) ñëåäóåò
Óòâåpæäåíèå 2.4.1. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è (2.4.1) âëîæåíî â ìíîæå-

ñòâî ðåøåíèé äóàëüíîé çàäà÷è (2.4.4).
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Â îáùåì ñëó÷àå äóàëüíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà íåçàâèñèìî îò ïðÿìîé è
âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàê ñâÿçàíû ðåøåíèÿ ýòèõ äâóõ çàäà÷.

2) Ñåäëîâàÿ ïîñòàíîâêà. Ïðÿìàÿ çàäà÷à (2.4.1) â òåðìèíàõ ôóíêöèè ñäâèãà Ψ(v, w) =
= 〈Φv, w〉+ ϕ(w)− 〈Φv, v〉 − ϕ(v) èìååò âèä

0 ≤ Ψ(v∗, w) ∀w ∈ D. (2.4.6)

Äóàëüíàÿ çàäà÷à (2.4.4) ñ ïîìîùüþ ýòîé æå ôóíêöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

Ψ(v, v∗) ≤ 0 ∀v ∈ D. (2.4.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî îáå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû [10]

Ψ(v, v∗) ≤ Ψ(v∗, v∗) ≤ Ψ(v∗, w) ∀v, w ∈ D ×D, (2.4.8)

èç êîòîðîé ñëåäóåò âàæíîå óòâåðæäåíèå.
Óòâåpæäåíèå 2.4.2. Åñëè v∗ � ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.4.1), ìàòðèöà Φ �

ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ, òî òî÷êà v∗, v∗ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé äëÿ ôóíêöèè ñäâèãà
Ψ(v, w) = 〈Φv, w〉+ ϕ(w)− 〈Φv, v〉 − ϕ(v).

Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(v, w) âûïóêëà ïî w è íå ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïî v.
Óñòàíîâèì ôàêò, îáðàòíûé ê óòâåðæäåíèþ 2.4.2, à èìåííî: îäíà èç êîìïîíåíò ñåäëîâîé

òî÷êè ôóíêöèè ñäâèãà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v∗, w∗ �
ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè ñäâèãà Ψ(v, w)

Ψ(v, w∗) ≤ Ψ(v∗, w∗) ≤ Ψ(v∗, w) ∀v, w ∈ D ×D.

Ïîëîæèì â ýòîì íåðàâåíñòâå w = v∗, v = w∗; òîãäà ïîëó÷èì Ψ(v∗, w∗) = 0. Ïðàâîå íåðàâåí-
ñòâî ïðèâåäåííîé âûøå ñèñòåìû ïåðåïèøåì â ôîðìå

0 ≤ Φ(v∗, w) + ϕ(w)− Φ(v∗, v∗)− ϕ(v∗) ∀w ∈ D.

Îòñþäà èìååì
Φ(v∗, v∗) + ϕ(v∗) ≤ Φ(v∗, w) + ϕ(w) ∀w ∈ D.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå
Óòâåpæäåíèå 2.4.3. Åñëè v∗, w∗ � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè ñäâèãà Ψ(v, w), òî v∗ �

íåïîäâèæíàÿ òî÷êà çàäà÷è (2.4.1).
Óòâåðæäåíèÿ 2.4.2 è 2.4.3 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàâíîâåñíûé àíàëîã òåîðåìû Êóíà�

Òàêêåðà èç òåîpèè îïòèìèçàöèè.
Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ôàêòû, êàñàþùèåñÿ ñâÿçåé ïðÿìîé è äóàëüíîé çàäà÷. Ïîêàæåì,

÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé ðàâíîâåñíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëàãàÿ âûïóêëîñòü ôóíêöèè Ψ(v, w) ïî w ∈ D
äëÿ ëþáîãî v ∈ D, ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé äóàëüíîé çàäà÷è âñåãäà âûïóêëî è
çàìêíóòî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v∗1 è v∗2 � ðåøåíèÿ äóàëüíîé çàäà÷è (2.4.7), ò.å.

Ψ(v, v∗i ) ≤ 0 ∀v ∈ D, i = 1, 2.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà îòðåçêà v∗(α) = αv∗1+(1−α)v∗2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äóàëüíîé
çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, ñ ó÷åòîì âûïóêëîñòè Ψ(v, w) ïî w èìååì

Ψ(v, v∗(α)) = Ψ(v, αv∗1 + (1− α)v∗2) ≤ αΨ(v, v∗1) + (1− α)Ψ(v, v∗2) ≤ 0,
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ò.å.
Ψ(v, v∗(α)) ≤ 0 ∀v ∈ D.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî
Óòâåpæäåíèå 2.4.4. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé äóàëüíîé çàäà÷è (2.4.7) âûïóêëî, çàìêíóòî.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå äóàëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïðÿìîé [8, 9]. Ïóñòü
v∗ � ðåøåíèå äóàëüíîé çàäà÷è, ò.å. Ψ(v, v∗) − Ψ(v, v) ≤ 0 ∀v ∈ D. Òîãäà åñëè v(α) = αv∗+
+(1− α)v, òî

Ψ(v(α), v∗) ≤ Ψ(v(α), v(α)).

Îòñþäà

Ψ(v(α), v∗) ≤ Ψ(v(α), αv∗ + (1− α)v) ≤ αΨ(v(α), v∗) + (1− α)Ψ(v(α), v),

èëè
(1− α)Ψ(v(α), v∗) ≤ (1− α)Ψ(v(α), v).

Ïðè α → 1, ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Ψ(v, w), ïîëó÷èì

Ψ(v∗, v∗) ≤ Ψ(v∗, v) ∀v ∈ D,

ò.å. v∗ � ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (2.4.1). Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî
Óòâåpæäåíèå 2.4.5. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé äóàëüíîé çàäà÷è (2.4.7) âëîæåíî â ìíîæå-

ñòâî ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è (2.4.6).
Èç óòâåðæäåíèé 2.4.1 è 2.4.4 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðÿìîé è äóàëüíîé çàäà÷

ñîâïàäàþò. Èç ýòîãî ôàêòà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò
Óòâåpæäåíèå 2.4.6. Ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ïðÿìîé çàäà÷è (2.4.1) ÿâëÿåòñÿ

âûïóêëûì è çàìêíóòûì.

3) Ñåïàðàáåëüíàÿ ñåäëîâàÿ ïîñòàíîâêà. Ôóíêöèÿ Ψ(v, w) êàê ôóíêöèÿ äâóõ ïåðå-
ìåííûõ âñåãäà ïîðîæäàåò äâå äðóãèå ôóíêöèè:

ôóíêöèþ ìèíèìóìîâ
m(v) = inf{Ψ(v, w) | w ∈ D}

è ôóíêöèþ ìàêñèìóìîâ

M(w) = sup{Ψ(v, w) | v ∈ D}.

Ýòó ñèñòåìó ôóíêöèé, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæíî ñêàëÿðèçîâàòü è ðàññìîòðåòü ñâåðòêó C(v, w) =
= m(v) + M(w), îïðåäåëåííóþ íà êâàäðàòå v, w ∈ D × D. Ñðàçó æå âîçíèêàåò âàæíûé âî-
ïðîñ: áóäåò ëè ñåäëîâàÿ òî÷êà (2.4.8) ñåäëîâîé è äëÿ ôóíêöèè C(v, w) íà D ×D? Âàæíîñòü
ýòîãî âîïðîñà îïðåäåëÿåòñÿ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(v, w) íåñåïàðàáåëüíàÿ îò-
íîñèòåëüíî ñâîèõ ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó âû÷èñëåíèå åå ñåäëîâîé òî÷êè � òðóäíàÿ çàäà÷à,
â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèÿ C(v, w) ñåïàðàáåëüíàÿ, è âû÷èñëåíèå åå ñåäëîâîé òî÷êè ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ ïàðû çàäà÷ îïòèìèçàöèè, à â ðàâíîâåñíîì ñëó÷àå � ê ðåøåíèþ îäíîé çàäà÷è,
ïîñêîëüêó ñåäëî â ýòîì ñëó÷àå èìååò ðàâíûå êîìïîíåíòû.

Óáåäèìñÿ, ÷òî åñëè v∗ � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà (2.4.1), òî ïàðà âåêòîðîâ v∗, v∗ ÿâëÿåòñÿ
ñåäëîâîé òî÷êîé äëÿ C(v, w) íà D × D. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî m(v) = inf{Ψ(v, w)|w ∈ D} ≤
0 ∀v ∈ D, ïîñêîëüêó ïðè v = w ôóíêöèÿ Ψ(v, w) = 〈Φv + ϕ,w〉 + (1/2)〈Bw,w〉 − 〈Φv+
+ϕ, v〉− (1/2)〈Bv, v〉 ðàâíà íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íå áîëüøå íóëÿ.
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Íî ïðè v = v∗ ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ m(v∗) = 0. Ïîýòîìó ìàêñèìóì ýòîé ôóíêöèè ïî
âñåì v ∈ D òàêæå ðàâåí íóëþ, ò.å.

max
v∈D

m(v) = max
v∈D

min
v∈D

Ψ(v, w) = 0. (2.4.9)

Ïî òåì æå ïðè÷èíàì àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè M(w):

min
w∈D

M(w) = min
w∈D

max
v∈D

Ψ(v, w) = 0.

Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ, èìååì

max
v∈D

min
v∈D

Ψ(v, w) = min
v∈D

max
v∈D

Ψ(v, w). (2.4.10)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû äëÿ âûïóêëî-âîãíóòûõ ñèòóàöèé [3, 4]. Ñâîéñòâà maxmin
è minmax ñ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ èññëåäîâàíû â [11, 12]. Èç ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ òàêæå
ñëåäóåò

m(v) ≤ 0 ≤ M(w) ∀v, w ∈ D ×D. (2.4.11)
Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (2.4.11) â òåðìèíàõ ôóíêöèè C(v, w) èìååò âèä

C(v, v∗) ≤ C(v∗, v∗) ≤ C(v∗, w) ∀v, w ∈ D ×D.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî
Óòâåpæäåíèå 2.4.7. Ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ψ(v, w) íà D × D ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé

òî÷êîé C(v, w) íà D ×D.
Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü

max
v∈D

m(v) = max
v∈D

min
v∈D

Ψ(v, w) = 0.

Ïðè ýòîì åñëè D � êîìïàêò, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà v∗ ∈ D òàêàÿ, ÷òî m(v∗) = max
v∈D

m(v) = 0.
Íî çíà÷åíèå m(v∗) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

m(v∗) = inf{Ψ(v∗, w) | w ∈ D},
ò.å. 0 ≤ 〈Φv∗ + ϕ,w〉 + (1/2)〈Bw,w〉 − 〈Φv∗ + ϕ, v∗〉 − (1/2)〈Bv∗, v∗〉. Îòñþäà ñëåäóåò 〈Φv∗+
+ϕ, v∗〉 + (1/2)〈Bv∗, v∗〉 ≤ 〈Φv∗ + ϕ,w〉 + (1/2)〈Bw, w〉 ∀w ∈ D, ò.å. v∗ � íåïîäâèæíàÿ òî÷-
êà. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè M(w). Òàêèì îáðàçîì,
äîêàçàíî

Óòâåpæäåíèå 2.4.8. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.4.10), òî òî÷êà v∗ ∈ D (êîòîðàÿ
âñåãäà ñóùåñòâóåò, åñëè D � âûïóêëûé êîìïàêò) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ðàâíîâåñíîé çàäà÷è.

Äàëåå â ýòîé ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷, îäèí èç
êîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ íà ñåäëîâûõ ñâîéñòâàõ íåñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè Ψ(v, w), à äðóãîé �
íà ñåäëîâûõ ñâîéñòâàõ ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè C(v, w), ò.å. íà ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

2.5. Óñëîâèå îñòðîòû ðàâíîâåñèÿ
Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Φ íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííîå îãðàíè-
÷åíèå íà ïîâåäåíèå öåëåâîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.4.1). Ýòî ïîâåäåíèå
ìîæíî åùå áîëåå îãðàíè÷èòü, åñëè ââåñòè áîëåå æåñòêèå óñëîâèÿ, ÷åì (2.4.7) [13], à èìåííî:

Ψ(v, v∗) ≤ −γ|v − v∗|1+ν ∀v ∈ D, (2.5.1)
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ãäå ïàðàìåòð ν ∈ [0,∞), à γ > 0 � êîíñòàíòà. Ïðè ν = 0 èìååì ñëó÷àé îñòðîãî ðàâíîâåñèÿ,
à ïðè ν = 1 � êâàäðàòè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ïðèìåíèòåëüíî ê áèëèíåéíîìó ðàâíîâåñèþ óñëîâèå îñòðîòû ïðè B = 0 èìååò âèä

〈Φv + ϕ, v − v∗〉 ≥ γ|v − v∗| ∀v ∈ D. (2.5.2)

Óñëîâèå êâàäðàòè÷íîé îñòðîòû äëÿ áèëèíåéíîé çàäà÷è ïðèíèìàåò ôîðìó

〈Φv + ϕ, v − v∗〉+ (1/2)(〈Bv, v〉 − 〈Bv∗, v∗〉) ≥ γ|v − v∗|2 (2.5.3)

äëÿ âñåõ v ∈ D. Óñëîâèÿ îñòðîòû ðàâíîâåñèÿ, ïðåäñòàâëåííûå çäåñü, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê îáîáùåíèå óñëîâèé îñòðîòû ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, êîòîðûå âïåðâûå áûëè
ïðåäñòàâëåíû â [3].

2.6. Îáîáùåíèÿ
Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîïðåäåëåííîñòü ïîðîæ-
äàåò êëàññ áèëèíåéíûõ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã çàäà÷
êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñðåäè âñåõ çàäà÷ íåëèíåéíîé êâàäðàòè÷íîé îïòèìèçàöèè.
Îäíàêî ïðè ïåðåõîäå îò áèëèíåéíûõ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ ê íåëèíåéíûì âîçíèêàåò æåëàíèå
îïèñàòü êëàññ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã çàäà÷ âûïóê-
ëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â êëàññå íåëèíåéíûõ çàäà÷. Ñ ýòîé öåëüþ ðàñïðîñòðàíèì ïîíÿòèå
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîïðåäåëåííîñòè íà íåëèíåéíûå ôóíêöèè Φ(v, w) [13].

Îïpåäåëåíèå 2.6.1. Ôóíêöèþ Φ(v, w) èç Rn × Rn â R1 íàçîâåì ïîëîæèòåëüíî ïîëó-
îïðåäåëåííîé, èëè êîñîñèììåòðè÷íîé, íà D ×D ⊂ Rn × Rn, ãäå D � âûïóêëîå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî, åñëè ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Φ(w, w)− Φ(w, v)− Φ(v, w) + Φ(v, v) ≥ 0 ∀w ∈ D, v ∈ D. (2.6.1)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íîðìàëèçîâàííàÿ ôóíêöèÿ Φ(v, w) = L(z, p) − L(x, y), ãäå v =
= (x, p), w = (z, y), äëÿ ñåäëîâîé çàäà÷è

L(x∗, y) ≤ L(x∗, p∗) ≤ L(z, p∗) ∀z ∈ Q ⊆ Rn, ∀y ∈ P ⊆ Rm

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîñîñèììåòðè÷íîñòè (2.6.1).
Äëÿ áîëåå äåòàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè êëàññà êîñîñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé åñòåñòâåííî

ââåñòè ïîíÿòèå áèäèôôåðåíöèàëà [7, 14].
Îïpåäåëåíèå 2.6.2. Ôóíêöèþ Φ(v, w) íàçîâåì áèäèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå v, v ∈ D×

×D, åñëè ñóùåñòâóåò êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà D(v, v) òàêàÿ, ÷òî

{Φ(v + h, v + k)− Φ(v + h, v)} − {Φ(v, v + k)− Φ(v, v)} = 〈D(v, v)h, k〉+ ω(v, h, k), (2.6.2)

ãäå ω(v, h, k)/|h||k| → 0 ïðè |h|, |k| → 0 äëÿ âñåõ h ∈ Rn, k ∈ Rn.
Áèëèíåéíóþ ôóíêöèþ 〈D(v, v)h, k〉 íàçîâåì áèëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè Φ(v, v)

â òî÷êå v, v ∈ D ×D.
Ôóíêöèþ Φ(v, w) íàçîâåì áèäèôôåðåíöèðóåìîé íà äèàãîíàëè êâàäðàòà D ×D, åñëè îíà

äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî ìíîæåñòâà.
Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Φ(v, w) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî åå

áèäèôôåðåíöèàë ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
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åñëè ôóíêöèÿ Φ(v, w) = ϕ(v) + ϕ(w) ñåïàðàáåëüíà îòíîñèòåëüíî ñâîèõ ïåðåìåííûõ, òî áè-
äèôôåðåíöèàë òàêîé ôóíêöèè ðàâåí íóëþ, ò.å. D(v, v) ≡ 0 ∀v ∈ D.

Âû÷èñëèì áèäèôôåðåíöèàë íîðìàëèçîâàííîé (ãëàäêîé) ôóíêöèè ñåäëîâîé çàäà÷è. Äåé-
ñòâèòåëüíî, òàê êàê Φ(v, w) = L(z, p)− L(x, y), ãäå w = (z, y), v = (x, p), òî

∂Φ(v, w)

∂w
=

(
∂L(z, p)

∂z
,−∂L(x, y)

∂y

)>
,

ãäå (., .)> � âåêòîð-ñòîëáåö. Äàëåå,

∂2Φ(v, w)

∂w∂v
=




0
∂2L(z, p)

∂z∂p

−∂2L(x, y)

∂y∂x
0


 .

Åñëè v = w, òî â ñèëó ∂2L(x, p)/∂x∂p = ∂2L(x, p)/∂p∂x èìååì

∂2Φ(v, w)

∂w∂v

∣∣∣∣∣
v=w

=




0
∂2L(x, p)

∂x∂p

−∂2L(x, p)

∂p∂x
0


 =

∂2L(x, p)

∂x∂p

(
0 1
−1 0

)
.

Îòñþäà
〈∇2

wvΦ(v, v)h, h〉 = 〈D(v, v)h, h〉 = 0 ∀v ∈ D, h ∈ Rn. (2.6.3)
Ìåæäó ôóíêöèÿìè Φ(v, w) è èõ áèäèôôåðåíöèàëàìè D(v, v) ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü: ñó-
ùåñòâîâàíèå òàêèõ ñâîéñòâ ìàòðèö D(v, v), êàê ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîïðåäåëåííîñòü, ñèì-
ìåòðè÷íîñòü, àíòèñèììåòðè÷íîñòü, âëå÷åò çà ñîáîé íàëè÷èå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ äëÿ
ôóíêöèé Φ(v, w) è íàîáîðîò [7, 14]. Êðîìå òîãî, áèäèôôåðåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èí-
ñòðóìåíòàðèé äëÿ áèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíûõ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷.

2.7. Èãðû äâóõ ëèö ñ íåíóëåâîé ñóììîé
1) Èãðû íà êâàäðàòå. Ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à (2.2.2) âêëþ÷àåò â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, âàæíûé
ñëó÷àé èãðû äâóõ ëèö ñ íåíóëåâîé ñóììîé. Ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé áîëåå äåòàëüíî. Äëÿ
óäîáñòâà ðàññìîòðåíèÿ âûïèøåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è (2.2.2) â ôîðìå

〈Φv∗ + ϕ, v∗〉+ (1/2)〈Bv∗, v∗〉 ≤ 〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw, w〉, Aw ≤ a, w ≥ 0. (2.7.1)

Ïóñòü ìàòðèöû è âåêòîðû, îïðåäåëÿþùèå ýòó çàäà÷ó, èìåþò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Φ =

(
0 C1

C2 0

)
, B =

(
B1 0
0 B2

)
, A =

(
A1 0
0 A2

)

è
v∗ =

(
x∗1
x∗2

)
, w =

(
x1

x2

)
, a =

(
a1

a2

)
, ϕ =

(
c1

c2

)
.

Çäåñü ðàçìåðíîñòè ìàòðèö è âåêòîðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû, íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
îíè ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òî âñå ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå îïåðàöèè êîððåêòíû. Ïóñòü
C1 � (m × n)-ìàòðèöà, à C2 � (n ×m)-ìàòðèöà, x1, c1 è x2, c2 � âåêòîðû ðàçìåðíîñòè m è
n ñîîòâåòñòâåííî, B1 � (m ×m)-ìàòðèöà, à B2 � (n × n)-ìàòðèöà. Ðàçìåðíîñòè ìàòðèö A1

è A2 ðàâíû m1 × n1 è m2 × n2 ñîîòâåòñòâåííî.
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Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, çàäà÷ó (2.7.1) ïðåäñòàâèì â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîð-
ìå

(x∗1, x
∗
2)

{(
0 C1

C2 0

) (
x∗1
x∗2

)
+

(
ñ1

ñ2

)}
+

1

2
(x∗1, x

∗
2)

(
B1 0
0 B2

) (
x∗1
x∗2

)
≤

≤ (x1, x2)

{(
0 C1

C2 0

) (
x∗1
x∗2

)
+

(
c1

c2

)}
+

1

2
(x1, x2)

(
B1 0
0 B2

) (
x1

x2

)

ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåìåííûå ïîä÷èíåíû îãðàíè÷åíèÿì âèäà
(

A1 0
0 A2

) (
x1

x2

)
≤

(
a1

a2

)
,

(
x1

x2

)
≥

(
0
0

)
. (2.7.2)

Âûïîëíèâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îïåðàöèè â (2.7.2), ìîæíî ïîëó÷èòü

x∗1, x
∗
2 ∈ Argmin{〈x1, C1x

∗
2 + c1〉+ 〈C2x

∗
1 + c2, x2〉+

+
1

2
〈B1x1, x1〉+

1

2
〈B2x2, x2〉 | A1x1 ≤ a1, A2x2 ≤ a2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}.

(2.7.3)

Ïîñêîëüêó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ýòîé çàäà÷è èìååò ñåïàðàáåëüíóþ ñòðóêòóðó, à îãðàíè÷åíèÿ íî-
ñÿò áëî÷íûé õàðàêòåð, ýòà îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäçà-
äà÷è, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èãðó äâóõ ëèö â îáùåì ñëó÷àå ñ íåíóëåâîé
ñóììîé è ñ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó [16]

x∗1 ∈ Argmin{〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉 | A1x1 ≤ a1, x1 ≥ 0},

x∗2 ∈ Argmin{〈C2x
∗
1 + c2, x2〉+ (1/2)〈B2x2, x2〉 | A2x2 ≤ a2, x2 ≥ 0}. (2.7.4)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ

X1 = {x1 ∈ Rm | A1x1 ≤ a1, x1 ≥ 0} è X2 = {x2 ∈ Rn | A2x2 ≤ a2, x2 ≥ 0};

òîãäà èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå D = X1 × X2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëåïèïåä, íà êî-
òîðîì îïðåäåëåíà èãðà. Â ýòîé èãðå ìíîæåñòâî Xi, i = 1, 2, èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìíî-
æåñòâî ñòðàòåãèé i−ãî èãðîêà, ãäå xi ∈ Xi � îòäåëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà, f1(x1, x2) =
= 〈x1, C1x2 + c1〉 + (1/2)〈B1x1, x1〉 è f2(x1, x2) = 〈C2x1 + c2, x2〉 + (1/2)〈B2x2, x2〉 ðàññìàòðè-
âàþòñÿ êàê ïëàòåæíûå ôóíêöèè i−ãî èãðîêà. Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë íåïîäâèæíîé òî÷êè
x∗ = (x∗1, x

∗
2) èãðû äâóõ ëèö ñîñòîèò â òîì, ÷òî íè îäèí èç èãðîêîâ íå çàèíòåðåñîâàí íàðóøàòü

ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ïîñêîëüêó íèêòî èç íèõ íå ìîæåò â îäíîñòîðîííåì ïîðÿäêå óìåíüøèòü
çíà÷åíèå ñâîåé ïëàòåæíîé ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, èíòåðïðåòàöèÿ äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ èã-
ðû (2.7.4) îçíà÷àåò ñîñòîÿíèå êîìïðîìèññà ñ ñóììàðíûì âûèãðûøåì f1(x

∗
1, x

∗
2) + f2(x

∗
1, x

∗
2).

Îòìåòèì íåñêîëüêî âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ.

• Ñåäëîâàÿ çàäà÷à [17, 18]. Ïóñòü ñóììà öåëåâûõ ôóíêöèé èãðû (2.7.4) ðàâíà íóëþ, ò.å.
〈x1, C1x2 + c1〉 + (1/2)〈B1x1, x1〉 + 〈C2x1 + c2, x2〉 + (1/2)〈B2x2, x2〉 = 0 ∀x1 ∈ X1, x2 ∈ X2. Èç
ýòîãî óñëîâèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî C = C1 = −C>

2 , c1 = c2 = 0, B1 = B2 = 0; òîãäà

x∗1 ∈ Argmin{〈x1, Cx∗2〉 | A1x1 ≤ a1, x1 ≥ 0},
x∗2 ∈ Argmin{−〈C>x∗1, x2〉 | A2x2 ≤ a2, x2 ≥ 0}. (2.7.5)

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷ó ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

〈x∗1, Cx2〉 ≤ 〈x∗1, Cx∗2〉 ≤ 〈x1, Cx∗2〉 ∀x1 ∈ X1, x2 ∈ X2. (2.7.6)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðà âåêòîðîâ x∗1, x
∗
2 � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè 〈x1, Cx2〉 íà ìíîæåñòâå

X1×X2. Ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ êîíöåïöèè ñåäëîâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû â [18].

• Äâîéñòâåííûå çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïóñòü C1 = C2 = 0, c1 =
= c2 = 0; òîãäà èç (2.7.4) ïîëó÷èì ïàðó çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [19]. Ýòà
ïàðà ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ â ñëó÷àå, êîãäà îíà ñîâïàäåò ñ çàäà÷åé ïðîåêòèðîâàíèÿ
òî÷êè a0 íà ìíîãîãðàííèê D = {x ∈ Rn | Ax ≤ a} è äâîéñòâåííîé ê íåé

x∗ ∈ Argmin{(1/2)|x− a|2 | Ax ≤ a},
p∗ ∈ Argmax{−(1/2)|A>p|2 + 〈p, Aa− b〉 | p ≥ 0}. (2.7.7)

Äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó çäåñü ïîëó÷èòü ëåãêî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûïèñàòü ôóíêöèþ Ëà-
ãðàíæà äëÿ ïåðâîé çàäà÷è, çàòåì ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü åå ïî x, ïðèðàâíÿòü íóëþ ïîëó÷åí-
íûé ãðàäèåíò, à çàòåì èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ è ôóíêöèè Ëàãðàíæà, èñêëþ÷èâ ïåðåìåí-
íóþ x, ïîëó÷èòü âòîðóþ çàäà÷ó. Çäåñü ïàðà òî÷åê x∗, p∗ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåäëî ôóíêöèè
Ëàãðàíæà çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà [20] äëÿ ïðÿìîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ è ìåòîä êâàäðàòè÷íîãî øòðàôà äëÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè
äâîéñòâåííîñòè â ñìûñëå óêàçàííîé âûøå ïàðû çàäà÷ [19, 21, 22]. Â òàêîì æå ñîîòíîøåíèè
íàõîäÿòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà è äâîéñòâåííàÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíê-
öèÿ Ëàãðàíæà [18] äëÿ çàäà÷, íàïðèìåð, ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çà-
äà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îáñóæäàþòñÿ â [3], à ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ
ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàþòñÿ â [23].

• Äâîéñòâåííûå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [24]. Ïóñòü C1 = C2 = 0, B1 = B2 =
= 0; òîãäà èç (2.7.4) ïîëó÷àåì ïàðó çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åñëè äîïîëíèòåëüíî
c1 = c, a1 = a, x1 = x, x2 = y, A1 = A, A2 = A>, òî èìååì ñèñòåìó äâîéñòâåííûõ çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

x∗ ∈ Argmin{〈c, x〉 | Ax ≤ a, x ≥ 0}, p∗ ∈ Argmax{〈a, p〉 | A>y ≥ c, p ≥ 0}. (2.7.8)

Ïðÿìîå è äâîéñòâåííîå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè ÿâëÿþòñÿ
ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(v, p) = 〈ϕ,w〉+ 〈p,Aw− a〉, w ≥ 0, p ≥ 0. Ðàçëè÷íûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî íàéòè â [4, 17].

2) Èãðû ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Èãðó äâóõ ëèö ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíè-
ÿìè ìû ìîæåì ïîëó÷èòü êàê ñëåäñòâèå èç (2.2.11), åñëè åùå ðàç ïîâòîðèì âñå ðàññóæäåíèÿ
òèïà (2.7.1) � (2.7.4) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

〈Φv∗ + ϕ, v∗〉+ (1/2)〈Bv∗, v∗〉 ≤ 〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw,w〉, 〈v∗, Aw〉 ≤ β, w ≥ 0. (2.7.9)

Äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé ìû îãðàíè÷èëèñü â äàííîì ñëó÷àå òîëüêî îäíèì ñêàëÿðíûì ñâÿ-
çàííûì îãðàíè÷åíèåì.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííóþ ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé äëÿ ìàòðèö Φ, B è âåêòîðîâ v, w, a, ϕ, ïðåä-
ñòàâèì (2.7.9) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå

(x∗1, x
∗
2)

{(
0 C1

C2 0

) (
x∗1
x∗2

)
+

(
ñ1

ñ2

)}
+

1

2
(x∗1, x

∗
2)

(
B1 0
0 B2

) (
x∗1
x∗2

)
≤

≤ (x1, x2)

{(
0 C1

C2 0

) (
x∗1
x∗2

)
+

(
c1

c2

)}
+

1

2
(x1, x2)

(
B1 0
0 B2

) (
x1

x2

)
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ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåìåííûå ïîä÷èíåíû îãðàíè÷åíèÿì âèäà

(x1, x2)

(
0 A1

A>
1 0

) (
x∗1
x∗2

)
≤ β,

(
x1

x2

)
≥

(
0
0

)
, (2.7.10)

ãäå êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A áóäåì îáîçíà÷àòü êàê A1 è A>
1 .

Âûïîëíèâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îïåðàöèè, ïðèäåì ê îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷å

x∗1, x
∗
2 ∈ Argmin{〈x1, C1x

∗
2 + c1〉+ 〈C2x

∗
1 + c2, x2〉+

1

2
〈B1x1, x1〉+

+
1

2
〈B2x2, x2〉 | 〈x1, A1x

∗
2〉+ 〈x2, A

>
1 x∗1〉 ≤ β, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}.

(2.7.11)

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è ôóíêöèÿ-îãðàíè÷åíèå â ýòîé çàäà÷å èìåþò ñåïàðàáåëüíóþ ñòðóêòóðó.
Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èñïîëüçóåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàñùåïèòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè è ñâåñòè åå
ê èãðå äâóõ ëèö. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, êîòîðàÿ, êîíå÷íî, çàâèñèò îò
x∗1, x

∗
2, íî äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé ýòè çíà÷åíèÿ îïóñòèì:

L(x1, x2, λ) = 〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+ 〈C2x

∗
1 + c2, x2〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉+ (1/2)〈B2x2, x2〉+

+ λ(〈x1, A1x
∗
2〉+ 〈x2, A

>
1 x∗1〉 − β), x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, λ ≥ 0.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàäà÷à îïòèìèçàöèè íîñèò ðåãóëÿðíûé õàðàêòåð, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
òî÷êà x∗1, x

∗
2, λ

∗ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé äëÿ ýòîé ôóíêöèè, ò.å.

L(x∗1, x
∗
2, λ) ≤ L(x∗1, x

∗
2, λ

∗) ≤ L(x1, x2, λ
∗) (2.7.12)

äëÿ âñåõ x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, λ ≥ 0. Ïðàâîå íåðàâåíñòâî ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà-
÷ó ìèíèìèçàöèè ñåïàðàáåëüíîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè íà ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå. Â ñèëó
ñåïàðàáåëüíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè è áëî÷íîñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷à ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå
íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëåíà íà ñâîåì ïðîñòðàíñòâå, à èìåííî:

〈x∗1, C1x
∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x

∗
1, x

∗
1〉+ λ∗〈x∗1, A1x

∗
2〉 ≤

≤ 〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉+ λ∗〈x1, A1x

∗
2〉, x1 ≥ 0,

〈C2x
∗
1 + c2, x

∗
2〉+ (1/2)〈B2x

∗
2, x

∗
2〉+ λ∗〈x∗2, A>

1 x∗1〉 ≤
≤ 〈C2x

∗
1 + c2, x2〉+ (1/2)〈B2x2, x2〉+ λ∗〈x2, A

>
1 x∗1〉, x2 ≥ 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè çàäà÷è ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

〈x∗1, C1x
∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x

∗
1, x

∗
1〉 ≤ 〈x1, C1x

∗
2 + c1〉+

+(1/2)〈B1x1, x1〉+ λ∗(〈x1, A1x
∗
2〉 − 〈x∗1, A1x

∗
2〉) ∀x1 ≥ 0,

è
〈C2x

∗
1 + c2, x

∗
2〉+ (1/2)〈B2x

∗
2, x

∗
2〉 ≤ 〈C2x

∗
1 + c2, x2〉+

+(1/2)〈B2x2, x2〉+ λ∗(〈x2, A
>
1 x∗1〉 − 〈x∗2, A>

1 x∗1〉) ∀x2 ≥ 0,

èëè
x∗1 ∈ Argmin{〈x1, C1x

∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉 | λ∗(〈x1, A1x

∗
2〉 − 〈x∗2, A1x

∗
2)〉) ≤ 0, x1 ≥ 0},

x∗2 ∈ Argmin{〈C2x
∗
1 + c2, x2〉+ (1/2)〈B2x2, x2〉 | λ∗(〈x2, A

>
1 x∗1〉 − 〈x∗2, A>

1 x∗1〉) ≤ 0, x2 ≥ 0}.
Ïðîâåäåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé ïîëó÷åííûõ çàäà÷. Èç ëåâîãî íåðàâåíñòâà
(2.7.12) ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè λ∗(〈x∗1, A1x

∗
2〉 + 〈x∗2, A>

1 x∗1〉−
−β) = 0. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, 2λ∗〈x∗1, A1x

∗
2〉 = λ∗β.
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Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ôàêòà îãðàíè÷åíèÿ ïîñëåäíèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â ôîðìå λ∗(〈x1, A1x

∗
2〉 − β/2) ≤ 0, λ∗(〈A>

1 x∗1, x2〉 − β/2) ≤ 0. Êðîìå òîãî, âñåãäà ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî λ∗ 6= 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òî÷êà çà-
äà÷è (2.7.11) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé, à ôóíêöèîíàëüíîå îãðàíè÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ àêòèâíûì.
Â ýòîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè íà ïîëîæèòåëüíîì
îðòàíòå ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå çàäà÷è, êàæäàÿ íà ñâîåì ïðîñòðàíñòâå.

Èòàê, ìíîæèòåëü λ∗ 6= 0, ïîýòîìó åãî ìîæíî ñîêðàòèòü â ïðèâåäåííûõ âûøå íåðàâåíñòâàõ
äëÿ îãðàíè÷åíèé. Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî ïîñëåäíþþ ïàðó çàäà÷ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå

x∗1 ∈ Argmin{〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉 | 〈x1, A1x

∗
2〉 ≤ (β/2), x1 ≥ 0},

x∗2 ∈ Argmin{〈C2x
∗
1 + c2, x2〉+ (1/2)〈B2x2, x2〉 | 〈A>

1 x∗1, x2〉 ≤ (β/2), x2 ≥ 0}. (2.7.13)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (2.7.9) â ñèëó ñâîåé ñïåöèôèêè ðàñïàäàåòñÿ íà ñèñòåìó äâóõ çàäà÷
îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ â ñîâîêóïíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èãðó äâóõ ëèö ñî ñâÿçàííûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè.

2.8. Ãðàäèåíòíûé è ýêñòðàãðàäèåíòíûé ïîäõîäû
Ãðàäèåíòíûé ïîäõîä èíòóèòèâíî õîðîøî ïîíÿòåí äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è ìåíåå î÷åâèäåí
äëÿ ñåäëîâûõ çàäà÷. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì äâå ïðîñòåéøèå çàäà÷è, íà ïðèìåðå êîòîðûõ ìîæíî
õîðîøî âèäåòü îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ê ýòèì äâóì òèïàì çàäà÷. Ïóñòü

x∗, y∗ ∈ argmin{(1/2)x2 + (1/2)y2 | x, y ∈ R2} (2.8.1)

è
x∗, y∗ ∈ argsdl{xy | x, y ∈ R2}. (2.8.2)

Òî÷êà (x∗, y∗) = (0, 0) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì äëÿ (2.8.1) è ñåäëîâîé òî÷êîé äëÿ (2.8.2), ò.å.
0 ≤ (1/2)x2 +(1/2)y2 ∀x, y ∈ R2 äëÿ ïåðâîé çàäà÷è è 0 ·y ≤ 0 ≤ x ·0 ∀x, y ∈ R2 � äëÿ âòîðîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ öåëåâîé ôóíêöèè ïåðâîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîí-
öåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè è äâèæåíèå ïî àíòèãðàäèåíòó èç òî÷êè (x0, y0) ïðîèñõîäèò ïî
ðàäèóñ-âåêòîðó â íàïðàâëåíèè ê òî÷êå (0, 0) è îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíè-
ÿìè (íåïðåðûâíàÿ ôîðìà ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà [25, 26])

dx

dt
= −αx,

dy

dt
= −αy, x(t0) = x0, y(t0) = y0.

Îòñþäà
d

dt
(x + y) + α(x + y) = 0, x(t0) = x0, y(t0) = y0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ ýòîãî ïðîöåññà ñõîäèòñÿ ïî ýêñïîíåíòå ê íóëåâîé òî÷êå
(x(t), y(t)) = (x0 exp(−αt), y0 exp(−αt)) → (0, 0), t →∞.

Ðàññìîòðèì ñåäëîâîé (ñïóñê ïî îäíîé ïåðåìåííîé è ïîäúåì ïî äðóãîé) ãðàäèåíòíûé ìåòîä
äëÿ äîñòèæåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0) äëÿ ôóíêöèè L(x, y) = xy. Óðàâíåíèÿ
ýòîãî ìåòîäà èìåþò âèä

dx

dt
= −αy,

dy

dt
= αx, x(t0) = x0, y(t0) = y0.

Ëèíèè óðîâíÿ ýòîé ôóíêöèè � ãèïåðáîëû, è äâèæåíèå ïî ãðàäèåíòó (àíòèãðàäèåíòó) áó-
äåò ïðîèñõîäèòü ïî êîíöåíòðè÷åñêèì îêðóæíîñòÿì è íèêîãäà íå äîñòèãíåò ñåäëîâîé òî÷êè.
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Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà ïåðåìåííóþ x, à âòîðîå � íà ïåðåìåííóþ y è
ñëîæèì îáà óðàâíåíèÿ; òîãäà ïîëó÷èì

dx

dt
x +

dy

dt
y = 0

1

2

d

dt
(x2 + y2) = 0.

Îòñþäà x2 + y2 = r2, è î÷åâèäíî, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ýòî
ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî âåêòîp, êàñàòåëüíûé ê òðàåêòîðèè, è íàïðàâëåíèå ê ñåäëîâîé òî÷êå
ñîñòàâëÿþò óãîë â 90◦. Îäíàêî åñëè ñìåñòèòüñÿ ïî òðàåêòîðèè èç òî÷êè (x0, y0) â áëèçêóþ
òî÷êó x̄ = (x(t0 + δ), ȳ = y(t0 + δ)), à çàòåì â ýòîé òî÷êå âû÷èñëèòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ
è ñäåëàòü øàã âäîëü ýòîãî íàïðàâëåíèÿ èç òî÷êè x0, y0, òî òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà áóäåò âñåãäà
íàïðàâëåíà âíóòðü îáëàñòè, î÷åð÷åííîé îêðóæíîñòüþ. Ýòî äàåò îñíîâàíèå íàäåÿòüñÿ, ÷òî
òàêîé ïðîöåññ áóäåò ñõîäèòüñÿ ê ñåäëîâîé òî÷êå. Óðàâíåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ñåäëîâîé ôóíêöèè L(x, y) èìåþò âèä

dx

dt
= −α∇1L(x̄, ȳ),

dy

dt
= α∇2L(x̄, ȳ),

x̄ = x− α∇1L(x, y), ȳ = y + α∇2L(x, y),
x(t0) = x0, y(y0) = y0.

(2.8.3)

Êîíå÷íûå ñîîòíîøåíèÿ â ýòîì ìåòîäå åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáðàòíûå ñâÿçè,
ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïðîèñõîäèò óïðàâëåíèå ãðàäèåíòíûì ìåòîäîì [27, 28]. Îáùóþ òåîðèþ
îáðàòíûõ ñâÿçåé ìîæíî íàéòè â [29].

Ñåäëîâóþ çàäà÷ó äëÿ ïðîèçâîëüíîé âûïóêëî-âîãíóòîé ôóíêöèè L(x, y) íà Rn×Rm âñåãäà
ìîæíî ñêàëÿðèçîâàòü è ñâåñòè ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ýêñòðåìàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì ôóíêöèþ Φ(v, w) = L(z, p) − L(x, y), ãäå w = (z, y),
v = (x, p); òîãäà ñåäëîâàÿ çàäà÷à L(x∗, y) ≤ L(x∗, y∗) ≤ L(x, y∗) ∀x, y ∈ X × Y ⊂ Rn×
×Rm ïðèâîäèòñÿ ê âèäó: íàéòè íåïîäâèæíóþ òî÷êó v∗ ∈ Ω = X × Y , óäîâëåòâîðÿþùóþ
ýêñòðåìàëüíîìó âêëþ÷åíèþ

Φ(v∗, v∗) ≤ Φ(v∗, w) ∀w ∈ Rn+m. (2.8.4)

Åñëè íåñêîëüêî îáîáùèòü ñèòóàöèþ è ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé w ∈ Ω ⊂ Rn+m

ïðèíàäëåæàò âûïóêëîìó çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó, òî èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ
πΩ(...) âåêòîðà íà ìíîæåñòâî Ω, ïðîöåññ (2.3.3) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå [30]

dv

dt
+ v = πΩ(v − α∇2Φ(v̄, v̄)), v(t0) = x0, v̄ = πΩ(v − α∇2Φ(v, v)). (2.8.5)

Èòåðàòèâíûé àíàëîã (2.3.5) èìååò âèä

v̄n = πΩ(vn − α∇2Φ(vn, vn)), vn+1 = πΩ(vn − α∇2Φ(v̄n, v̄n)). (2.8.6)

Äðóãîé âàðèàíò ýòîãî ïîäõîäà èäåò îò ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà

v̄n = πΩ(vn − α∇2Φ(vn, vn)), vn+1 = πΩ(vn − α∇2Φ(v̄n, vn)). (2.8.7)

Èç ïðèâåäåííûõ ôîðìóë âèäíî, ÷òî ãðàäèåíòíûé ñïóñê ïðèìåíèòåëüíî ê ñåäëîâûì è
ðàâíîâåñíûì ñèòóàöèÿì ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ïîëóøàãà, ïðè÷åì ïåðâûé ïîëóøàã òðàêòóåòñÿ
êàê âû÷èñëåíèå ïðîãíîçíîé òî÷êè, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ áóäóùåãî
ðàçâèòèÿ, à çàòåì èç íà÷àëüíîé òî÷êè íî âäîëü ïðîãíîçíîãî íàïðàâëåíèÿ, äåëàåòñÿ ãðàäèåíò-
íûé øàã. Òàêîãî ñîðòà ìåòîäû åñòåñòâåííî íàçâàòü ýêñòðàãðàäèåíòíûìè, èëè ïðîãíîçíûìè
ìåòîäàìè. Ìåòîä (2.8.6) áûë ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí â ðàáîòå [31], ìåòîä (2.8.7) íåçàâèñèìî

18



áûë ïðåäëîæåí â [32]. Ïðèìåíåíèå ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ïîäõîäà äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çà-
äà÷ îïèñàíî â [33]. Ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà ê ðåøåíèÿì ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ ìîæíî
íàéòè â [30, 34].

Èçâåñòíî, ÷òî ïðîêñèìàëüíûå è ãðàäèåíòíûå ïðîöåññû î÷åíü áëèçêè ïî ñâîåé ïðèðîäå, à
â ãëàäêèõ ñèòóàöèÿõ ïðîêñèìàëüíûå ìåòîäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåÿâíûå ãðàäèåíò-
íûå. Ïîýòîìó ïðèâåäåì çäåñü ôîðìóëû ìåòîäà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîêñèìàëüíûì àíàëîãîì
ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ïðîöåññà è êîòîðûé åñòåñòâåííî íàçûâàòü ýêñòðàïðîêñèìàëüíûì:

v̄n = Argmin{(1/2)|w − vn|2 + αΦ(vn, w) | w ∈ Ω},
vn+1 = Argmin{(1/2)|w − vn|2 + αΦ(v̄n, w) | w ∈ Ω}. (2.8.8)

Ýòîò ïðîöåññ áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [35], à ïðèìåíèìîñòü åãî ê ðàâíîâåñíûì çàäà÷àì îá-
îñíîâàíà â ðàáîòàõ [13, 36]. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ òèïà
(2.8.5) � (2.8.8) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ ñåäëîâûõ ñâîéñòâ ôóíê-
öèè ñäâèãà Ψ(v, w) = Φ(v, w) − Φ(v, v). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñåäëîâûå ñâîéñòâà â âûïóêëîì
ïðîãðàììèðîâàíèè äåòàëüíî èññëåäîâàíû â [21], à ýòè ñâîéñòâà äëÿ òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûõ
îòîáðàæåíèé ìîæíî íàéòè â [37]. Âîïðîñû äâîéñòâåííîñòè â ëèíåéíîé îïòèìèçàöèè, ò.å.
ñåäëîâûå ñâîéñòâà, îáñóæäàþòñÿ â [22].

Â ìàòðè÷íûõ èãðàõ â ñâîå âðåìÿ ïîëüçîâàëñÿ áîëüøîé ïîïóëÿðíîñòüþ ìåòîä Ðîáèíñîí�
Áðàóíà [38]. Çàòåì ýòîò ïîäõîä â [39, 40] áûë ðàñïðîñòðàíåí íà âûïóêëî-âîãíóòûå ñåäëîâûå
çàäà÷è. Ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà âñåãäà áûëè ïëîõèìè è âðÿä ëè îí ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ êàê ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷, íî ââèäó åãî ïîïóëÿðíîñòè â íåäàëåêîì ïðîøëîì óñòàíî-
âèì åãî ñâÿçü ñ ïðîêñèìàëüíûìè ìåòîäàìè (2.8.8). Åñëè èç äâóõ ïîëóøàãîâ ìåòîäà (2.8.8)
ìû îñòàâèì òîëüêî îäèí, ïðè÷åì â ýòîì ïîëóøàãå îïóñòèì êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí (÷òî, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, ïëîõî, ïîñêîëüêó ýòîò ÷ëåí îòðàæàåò èäåþ ïðèáëèæåíèÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ), à çàòåì íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì äâå òî÷êè vn è v̄n, ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó
âûáåðåì òðåòüþ òî÷êó vn+1 áëèæå ê vn, òî ïîëó÷èì îáîáùåííûé ìåòîä Ðîáèíñîí�Áðàóíà

v̄n = Argmin{Φ(vn, w) | w ∈ Ω}, vn+1 = vn + α(v̄n − vn).

Èç [40] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî âîãíóòîñòü
ïî v ôóíêöèè Φ(v, w) è ñèëüíàÿ ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà ∇wΦ(v, w)|v=w, â òî âðåìÿ êàê äëÿ
ñõîäèìîñòè ïðîöåññà (2.8.8) íè÷åãî ýòîãî íå òðåáóåòñÿ [1, 13].

2.9. Ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä äëÿ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷
Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì âîïðîñû ïðèìåíåíèÿ ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ
ðàâíîâåñíûõ çàäà÷

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw, w〉 | w ∈ D}, (2.9.1)

ãäå D = {w | Aw ≤ a, w ≥ 0}. Èçâåñòíî, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå äëÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî
âûïèñàòü êàê â ôîðìå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà [3]

〈(Φ + B)v∗ + ϕ,w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0, (2.9.2)

òàê è â ôîðìå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ [3]

v∗ = πD(v∗ − α((Φ + B)v∗ + ϕ)), (2.9.3)

ãäå πD(. . .) � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî D,
α > 0 � ïàðàìåòð òèïà äëèíû øàãà.
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Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (2.9.3), èñïîëüçóåì îäèí èç âàðèàíòîâ
ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ïîäõîäà [7, 10]

v̄n = πD(vn − αn((Φ + B)vn + ϕ)), vn+1 = πD(vn − αn((Φ + B)v̄n + ϕ)). (2.9.4)

Â ýòîì ìåòîäå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî D ó÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâà-
íèÿ πD(. . .). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðà ýòîãî ìíîæåñòâà äîñòàòî÷íî ïðîñòà,
÷òîáû ÷èñëåííî ðåàëèçîâàòü ýòîò îïåðàòîð. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî D
äîëæíî ó÷èòûâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Ýòîò ïîäõîä ðåàëèçîâàí â îäíîì èç
ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ.

Äëèíó øàãà αn â ýòîì ïðîöåññå áóäåì îïðåäåëÿòü îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ:
ëèáî èç óñëîâèÿ

0 < ε0 ≤ αn ≤
√

(1− ε)/(
√

2|Φ + B|), ε > 0, (2.9.5)
ëèáî èç óñëîâèÿ

2α2
n|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 ≤ (1− ε)|v̄n − vn|2. (2.9.6)

Ðåàëèçàöèÿ ïåðâîãî ñïîñîáà (2.9.5) î÷åíü ïðîñòà, íî äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ïðàâóþ
ãðàíèöó èíòåðâàëà ε0 ≤ αn <

√
(1− ε)/(

√
2|Φ + B|), ñïîñîá ïðåäïîëàãàåò çíàíèå àïðèîðíîé

èíôîðìàöèè î íîðìàõ ìàòðèö |Φ + B|. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòà èíôîðìàöèÿ íåèçâåñòíà èëè
åå òðóäíî àïðèîðè îöåíèòü. Âî âòîðîì ñïîñîáå âûáîðà ïàðàìåòðà αn (2.9.6) ìåõàíèçì îöåíêè
ýòîé èíôîðìàöèè ôàêòè÷åñêè âëîæåí â ñàì ìåòîä.

Äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2.9.6) ñíà÷àëà âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî α0 (îä-
íî è òî æå äëÿ âñåõ èòåðàöèé, íàïðèìåð α0 = 1), çàòåì âû÷èñëèì ïåðâûé ïîëóøàã (2.9.4),
ò.å. âåêòîðû v̄n, è ïðîâåðèì óñëîâèå. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî â êà÷åñòâå äëèíû øàãà âîçü-
ìåì íàéäåííîå çíà÷åíèå, åñëè íåò � ïðîèçâåäåì äðîáëåíèå ïàðàìåòðà (ïóòåì óìíîæåíèÿ íà
÷èñëî, ìåíüøåå åäèíèöû) äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå (2.9.6).

Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî îáñóæäàåìûé ñïîñîá âûáîðà äëèíû øàãà ÿâëÿ-
åòñÿ ñëèøêîì òðóäîåìêèì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà αn, âîîáùå ãîâîðÿ,
ïðèäåòñÿ íåñêîëüêî ðàç ðåøàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèè íà ïðîñòîì
ìíîæåñòâå. Íî òàêîé ñïîñîá äåéñòâèé íå ïðåäïîëàãàåò çíàíèÿ àïðèîðíûõ êîíñòàíò òèïà íîðì
ìàòðèö |Φ+B|. Ê òîìó æå, ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî íà êàæäîé èòåðàöèè îïðåäåëÿòü íîâûå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íûì èñïîëüçîâàòü ñòàðûå ïàðàìåòðû, âðåìÿ îò
âðåìåíè êîððåêòèðóÿ èõ.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà αn èç óñëîâèé (2.9.5) è (2.9.6)
ïîëó÷èì îöåíêó îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ v̄n è vn+1 èç (2.9.4)

|v̄n − vn+1| ≤ αn|(Φ + B)(vn − v̄n)|. (2.9.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ïàðàìåòð αn òàê, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2α2
n|Φ+B|2 ≤

≤ (1− ε), ò.å.
0 < ε0 ≤ 2α2

n ≤ (1− ε)/(|Φ + B|2).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò αn, óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå (2.9.6).

Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ (2.9.4) â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈v̄n − vn + αn((Φ + B)vn + ϕ), w − v̄n〉 ≥ 0 ∀w ∈ D, (2.9.8)

è
〈vn+1 − vn + αn((Φ + B)v̄n + ϕ), w − vn+1〉 ≥ 0 ∀w ∈ D, (2.9.9)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ (2.9.4) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ
ðåøåíèé.

20



Òåîpåìà 2.9.1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2.9.1) íåïóñòî è ìàòðèöà Φ + B
ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (2.9.4) ñ
âûáîðîì ïàðàìåòðà αn ñïîñîáîì (2.9.5) èëè (2.9.6), ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó
èç ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé, ò.å. vn → v∗ ∈ D∗ ïðè n →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì w = v∗ â (2.9.9); òîãäà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ αn〈(Φ + B)v̄n + ϕ, v∗ − vn+1〉 ≥ 0. (2.9.10)

Ïîëîæèì w = vn+1 â (2.9.8):

〈v̄n − vn + αn((Φ + B)vn + ϕ), vn+1 − v̄n〉 ≥ 0.

Îòñþäà

〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ αn〈(Φ + B)v̄n + ϕ, vn+1 − v̄n〉 − αn〈(Φ + B)(v̄n − vn), vn+1 − v̄n〉 ≥ 0,

èëè, ñ ó÷åòîì (2.9.7),

〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ αn〈(Φ + B)v̄n + ϕ, vn+1 − v̄n〉+ α2
n|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 ≥ 0. (2.9.11)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (2.9.10) è (2.9.11)

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+
+αn〈(Φ + B)v̄n + ϕ, v∗ − v̄n〉+ α2

n|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 ≥ 0.
(2.9.12)

Ïîëîæèì w = v̄n â (2.9.2); òîãäà

〈(Φ + B)v∗ + ϕ, v̄n − v∗〉 ≥ 0.

Ñëîæèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïðè ýòîì ó÷òåì ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðåäåëåííîñòü ìàò-
ðèöû Φ + B ≥ 0:

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ α2
n|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 ≥ 0. (2.9.13)

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

|x1 − x3|2 = |x1 − x2|2 + 2〈x1 − x2, x2 − x3〉+ |x2 − x3|2 (2.9.14)

ïpåäñòàâèì äâà ïåðâûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â âèåä ñóììû êâàäðàòîâ:

|vn+1 − v∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + |v̄n − vn|2 − 2α2
n|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 ≤ |vn − v∗|2.

Â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå ñóììó òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìûõ îöåíèì ñ ïîìîùüþ (2.9.6);
òîãäà

|vn+1 − v∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + ε|v̄n − vn|2 ≤ |vn − v∗|2. (2.9.15)
Åñëè æå â ïðîöåññå (2.9.4) äëèíà øàãà αn âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ (2.9.5), òî ÷åòâåðòûé

÷ëåí îöåíèì êàê
|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 ≤ |(Φ + B)|2|v̄n − vn|2;

òîãäà

|vn+1 − v∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + (1− 2α2
n(|Φ + B|2)|v̄n − vn|2 ≤ |vn − v∗|2. (2.9.16)
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Òàê êàê 1− 2α2
n|Φ + B|2 ≥ ε ïî óñëîâèþ (2.9.5), òî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, êîòîðîå èìååò âèä

(2.9.15). Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà âûáîðà äëèíû øàãà αn ìû â ëþáîì ñëó÷àå
ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (2.9.15). Ïðîñóììèðóåì (2.9.16) îò n = 0 äî n = N

|vN+1 − v∗|2 +
k=N∑

k=0

|vk+1 − v̄k|2 + ε
k=N∑

k=0

|v̄k − vk|2 ≤ |v0 − v∗|2.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè

|vN+1 − v∗|2 ≤ |v0 − v∗|2,

à òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

k=0

|vk+1 − v̄k|2 < ∞,
∞∑

k=0

|v̄k − vk|2 < ∞

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èí |vn+1 − vn|2 → 0, |v̄n − vn|2 → 0, n →∞.
Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v′ òàêîé, ÷òî vni → v′

ïðè ni →∞ è ïðè ýòîì |vni+1 − vni|2 → 0, |v̄ni − vni|2 → 0.
Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (2.9.8), (2.9.9) äëÿ âñåõ ni →∞ è, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó (ñ ó÷åòîì

òîãî, ÷òî αn ≥ ε0), ïîëó÷èì
〈(Φ + B)v′ + ϕ,w − v′〉 ≥ 0.

Ïîñêîëüêó ýòî íåðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ (2.9.2), òî v′ = v∗ ∈ D∗, ò.å. ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè óáûâàíèÿ âåëè÷è-
íû |vn − v∗| îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëüíîé òî÷êè, ò.å. ñõîäèìîñòü vn → v∗ ïðè
n →∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.10. Ñõîäèìîñòü çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êâàäðàòè÷íàÿ êîìïîíåíòà öåëåâîé ôóíêöèè îòñóòñòâóåò, à èñ-
êîìîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îñòðîãî ðàâíîâåñèÿ. Â ýòîé ñèòóàöèè çàäà÷à (2.9.1)
èìååò ôîðìó

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉 | w ∈ D},
ãäå D = {w | Aw ≤ a, w ≥ 0} � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, èëè

〈Φv∗ + ϕ, v∗〉 ≤ 〈Φv∗ + ϕ,w〉 ∀w ∈ D, (2.10.1)

à åå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îñòðîòû (2.5.2) [13]

〈Φv + ϕ, v − v∗〉 ≥ γ|v − v∗| ∀v ∈ D. (2.10.2)

Çàäà÷ó (2.10.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê â ôîðìå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà

〈Φv∗ + ϕ,w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ∈ D, (2.10.3)

òàê è â ôîðìå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

v∗ = πD(v∗ − α(Φv∗ + ϕ)). (2.10.4)

Äëÿ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ (2.10.4) èñïîëüçóåì ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä

v̄n = πD(vn − α(Φvn + ϕ)), vn+1 = πD(vn − α(Φv̄n + ϕ)), (2.10.5)
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ãäå α > 0 � êîíñòàíòà. Îöåíêà îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ v̄n, vn+1 äðóã îò äðóãà çà îäèí øàã
ìåòîäà èìååò âèä

|vn+1 − v̄n| ≤ α|Φ(vn − v̄n)| ≤ α|Φ| |vn − v̄n|. (2.10.6)
Ïðåäñòàâèì îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ (2.10.5) â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈v̄n − vn + α(Φvn + ϕ), w − v̄n〉 ≥ 0 ∀w ∈ D (2.10.7)

è
〈vn+1 − vn + α(Φv̄n + ϕ), w − vn+1〉 ≥ 0 ∀w ∈ D (2.10.8)

è äîêàæåì òåîðåìó.
Òåîpåìà 2.10.1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2.10.1) íåïóñòî è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ îñòðîòû (2.10.2), ìàòðèöà Φ ≥ 0 ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü vn, ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (2.10.5) ñ ïàðàìåòðîì 0 < α < 1/(

√
2|Φ|), ñõîäèòñÿ ê

ðåøåíèþ ðàâíîâåñíîé çàäà÷è (2.10.1) çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé
íîìåð n0, ïðè êîòîðîì vn0 � ðåøåíèå (2.10.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ â (2.10.8) w = v∗ ∈ D∗, ïîëó÷èì

〈vn+1 − vn + α(Φv̄n + ϕ), v∗ − vn+1〉 ≥ 0. (2.10.9)

Èñïîëüçóÿ (2.10.6), ïðåîáðàçóåì îòäåëüíî âòîðîå ñëàãàåìîå èç (2.10.9)

〈Φv̄n + ϕ, v∗ − vn+1〉 = 〈Φv̄n + ϕ, v∗ − v̄n〉+
+〈Φv̄n + ϕ, v̄n − vn+1〉 ≤ 〈Φv̄n + ϕ, v∗ − v̄n〉−
−〈Φvn − Φv̄n, v̄n − vn+1〉+ 〈Φvn + ϕ, v̄n − vn+1〉 ≤
≤ 〈Φv̄n + ϕ, v∗ − v̄n〉+ α|Φ|2|vn − v̄n|2 + 〈Φvn + ϕ, v̄n − vn+1〉.

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîé îöåíêè ïåðåïèøåì (2.10.9) â âèäå

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ α〈Φv̄n + ϕ, v∗ − v̄n〉+
+(α|Φ|)2|vn − v̄n|2 + α〈Φvn + ϕ, v̄n − vn+1〉 ≥ 0.

(2.10.10)

Ïîëîæèì â (2.10.7) w = vn+1; òîãäà

〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ α〈Φvn + ϕ, vn+1 − v̄n〉 ≥ 0. (2.10.11)

Ñëîæèì (2.10.10) è (2.10.11); òîãäà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+
+α〈Φv̄n + ϕ, v∗ − v̄n〉+ (α|Φ|)2|vn − v̄n|2 ≥ 0.

(2.10.12)

Ïîëîæèì â (2.10.3) w = v̄n è ïðèáàâèì åãî ê (2.10.12)

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+
+α〈Φv̄n − Φv∗, v∗ − v̄n〉+ (α|Φ|)2|vn − v̄n|2 ≥ 0.

(2.10.13)

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Φ èìååì

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ (α|Φ|)2|vn − v̄n|2 ≥ 0. (2.10.14)
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Äâà ïåðâûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû
êâàäðàòîâ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.9.14)

|vn+1 − v∗|2 + |vn+1 − vn|2 + |vn − v̄n|2 + |v̄n − vn+1|2−
− 2(α|Φ|)2|v̄n − vn|2 ≤ |vn − v∗|2 + |vn+1 − vn|2.

Îòñþäà
|vn+1 − v∗|2 + d|vn − v̄n|2 + |v̄n − vn+1|2 ≤ |vn − v∗|2, (2.10.15)

ãäå d = 1− 2(α|Φ|)2 > 0, òàê êàê α < 1/(
√

2|Φ|).
Ïðîñóììèðóåì (2.10.15) îò n = 0 äî n = N :

|vN+1 − v∗|2 + d
k=N∑

k=1

|vk − v̄k|2 +
k=N∑

k=1

|v̄k − vk+1|2 ≤ |v0 − v∗|2.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

k=0

|vn − v̄n|2 < ∞,
∞∑

k=0

|v̄n − vn+1|2 < ∞ (2.10.16)

è |vn − v̄n|2 → 0, |v̄n − vn+1| → 0 ïpè n →∞.
Èñïîëüçóÿ îöåíêó

(1/2)|x1 − x2|2 ≤ |x1 − x3|2 + |x3 − x2|2, (2.10.17)
ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (2.10.15) ê âèäó

|vn+1 − v∗|2 + (d/2)|vn+1 − vn|2 ≤ |vn − v∗|2.

Îòñþäà

(|vn+1 − v∗| − |vn − v∗|)(|vn+1 − v∗|+ |vn − v∗|) + (d/2)|vn+1 − vn|2 ≤ 0.

Ðàçäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íà âåëè÷èíó (|vn+1 − v∗| + |vn − v∗|), à
çàòåì, ó÷èòûâàÿ ìîíîòîííîñòü |vn+1 − v∗| ≤ |vn − v∗|, ïîëó÷èì

|vn+1 − v∗| − |vn − v∗|+ d

4

|vn+1 − vn|2
|vn − v∗| ≤ 0. (2.10.18)

Ïðîñóììèðóåì (2.10.18) îò n = 0 äî n = N :

|vN+1 − v∗|2 +
d

4

k=N∑

k=0

|vk+1 − vk|2
|vk − v∗| ≤ |v0 − v∗|2. (2.10.19)

Èç (2.10.19) ñëåäóåò, ÷òî
∞∑

k=0

|vk+1 − vk|2
|vk − v∗| < ∞.

Òàêèì îáðàçîì,
|vn+1 − vn|2/|vn − v∗| → 0 ïðè n →∞.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì

|vn+1 − vn|2
|vn − ūn|+ |ūn − v∗| ≤

|vn+1 − vn|2
|vn − v∗| → 0 (2.10.20)

24



ïðè n →∞. Ó÷èòûâàÿ (2.10.16), îòñþäà èìååì

|vn+1 − vn|2/|ūn − v∗| → 0 ïðè n →∞. (2.10.21)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü vni òàêàÿ, ÷òî
|vni+1 − vni|2/|ūni − v∗| ≥ a > 0 äëÿ âñåõ ni → ∞. Òàê êàê |vni − ūni| → 0, ni → ∞, òî
âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàêîé íîìåð ni0 , ÷òî äëÿ âñåõ ni ≥ ni0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà |vni0

+1−
−vni0 |2/(|vni0 − ūni0 |+ |ūni0 − v∗|) ≥ (1/2)a > 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò (2.10.20).

Âîçâðàùàÿñü ê (2.10.12), ïðåîáðàçóåì äâà ïåðâûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ

〈vn+1 − vn, v∗ − v̄n〉 − |vn+1 − v̄n|2 + (α|Φ|)2|v̄n − vn|2 + α〈Φv̄n + ϕ, v∗ − v̄n〉 ≥ 0.

Âòîðîå ñëàãàåìîå |vn+1 − v̄n|2 ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.9.14)

α〈Φv̄n + ϕ, v̄n − v∗〉+ |vn+1 − vn|2 + 2〈vn+1 − vn, vn − v̄n〉+ d1|v̄n − vn|2 ≤ 〈vn+1 − vn, v∗ − v̄n〉,
ãäå d1 = 1− (α|Φ|)2 > 0, òàê êàê α < 1/(

√
2|Φ|).

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå îñòðîòû (2.10.2), îöåíèì ïåðâûé ÷ëåí â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå

αγ|v̄n − v∗| + |vn+1 − vn|2 + 2〈vn+1 − vn, vn − v̄n〉+
+ d1|v̄n − vn|2 ≤ 〈vn+1 − vn, v∗ − v̄n〉.

Èç òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìûõ âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò

αγ|v̄n − v∗| +

∣∣∣∣∣
1√
d1

(vn+1 − vn) +
√

d1(v
n − v̄n)

∣∣∣∣∣
2

+

+
(
1− 1

d1

)
|vn+1 − vn|2 ≤ 〈vn+1 − vn, v∗ − v̄n〉.

Îòñþäà
αγ|v̄n − v∗| ≤ |vn+1 − vn| |v∗ − v̄n|+

(
1

d1

− 1
)
|vn+1 − vn|2.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî |v̄n − v∗| 6= 0 äëÿ âñåõ n, ïîëó÷àåì

αγ ≤ |vn+1 − vn|+
(

1

d1

− 1
) |vn+1 − vn|2

|v̄n − v∗| . (2.10.22)

Ðàññìàòðèâàÿ (2.10.22), ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ñîãëàñíî
(2.10.16) è (2.10.21) ñ ðîñòîì íîìåðà n ñòðåìèòñÿ ê íóëþ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ïðàâàÿ
÷àñòü îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé αγ äëÿ âñåõ n → ∞. Âûõîä èç ýòîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñîñòîèò â
òîì, ÷òîáû ïðèçíàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå |ūn− v∗| 6= 0 äëÿ âñåõ n íåâåðíî. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
òàêîé íîìåð nf , ÷òî ūnf � ðåøåíèå çàäà÷è (2.10.1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.11. Ñõîäèìîñòü ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè
Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ çàäà÷ó

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw, w〉 | w ∈ D}, (2.11.1)

ãäå D = {w|Aw ≤ a, w ≥ 0} � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå
ýòîé çàäà÷è èìååò êâàäðàòè÷íûé ïîðÿäîê îñòðîòû ðàâíîâåñèÿ, ò.å. â (2.5.3)

〈Φv + ϕ, v − v∗〉+ (1/2)(〈Bv, v〉 − 〈Bv∗, v∗〉) ≥ γ|v − v∗|2 (2.11.2)
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äëÿ âñåõ w ∈ D. Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè âèäà Φ(v, v) = 〈Av − b, Av − b〉 ñ
ìàòðèöåé A > 0 è âåêòîðîì b ∈ Rn óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ [3].

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.11.1), (2.11.2) èñïîëüçóåì ìåòîä (2.9.4) c αn = α = const:

v̄n = πD(vn − α((Φ + B)vn + ϕ)), vn+1 = πD(vn − α((Φ + B)v̄n + ϕ)). (2.11.3)

Îöåíêà îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ v̄n è vn+1 çà îäèí øàã ìåòîäà â (2.11.3) èìååò âèä

|vn+1 − v̄n| ≤ α|(Φ + B)(vn − v̄n)| ≤ α|Φ + B| |vn − v̄n|. (2.11.4)

Ïðåäñòàâèì îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ (2.11.3) â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈v̄n − vn + α((Φ + B)vn + ϕ), w − v̄n〉 ≥ 0 ∀w ∈ D (2.11.5)

è 〈vn+1 − vn + α((Φ + B)v̄n + ϕ), w − vn+1〉 ≥ 0 ∀w ∈ D. (2.11.6)
Ýòè íåðàâåíñòâà îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ (2.10.7), (2.10.8) òîëüêî òåì, ÷òî

âìåñòî ìàòðèöû Φ çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà Φ + B. Ïîýòîìó âñå ðàññóæäåíèÿ ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû, íà÷èíàÿ ñ (2.10.9) è äî (2.10.12) âêëþ÷èòåëüíî, ïðîâåäåííûå îòíîñèòåëüíî
íåðàâåíñòâ (2.11.5), (2.11.6), ïðèâîäÿò ê íåðàâåíñòâó, àíàëîãè÷íîìó (2.10.12):

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ α〈Bv̄n, v∗ − v̄n〉+
+α〈Φv̄n + ϕ, v∗ − v̄n〉+ (α|Φ + B|)2|vn − v̄n|2 ≥ 0.

(2.11.7)

Ïðåîáðàçóåì òðåòüå ñëàãàåìîå â ýòîì íåðàâåíñòâå. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì òîæäåñòâî, â
êîòîðîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà B ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííàÿ:

〈Bw,w〉 = 〈Bv, v〉+ 2〈Bv, w − v〉+ 〈B(w − v), w − v〉.

Òîãäà ïðè v = v̄n, w = v∗ èìååì

〈Bv̄n, v∗ − v̄n〉 ≤ (1/2)(〈Bv̄∗, v̄∗〉 − 〈Bv̄n, v̄n〉).

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîé îöåíêè ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (2.11.7) â âèäå

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ α〈Φv̄n + ϕ, v∗ − v̄n〉+
+(α/2)(〈Bv∗, v∗〉 − 〈Bv̄n, v̄n〉) + (α|Φ + B|)2|vn − v̄n|2 ≥ 0.

(2.11.8)

Ïîêàæåì, ÷òî êâàäðàòè÷íûé ïîðÿäîê îñòðîòû ðàâíîâåñèÿ îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ïðîöåññà
ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Òåîpåìà 2.11.1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2.11.1) íåïóñòî è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ îñòðîòû (2.11.2), ìàòðèöû Φ ≥ 0, B ≥ 0 ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûå, à B
ñèììåòðè÷íàÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (2.11.3) ñ ïàðàìåòðîì
0 < α < 1/(

√
2|Φ + B|), ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ðàâíîâåñíîé çàäà÷è (2.11.1) ñî ñêîðîñòüþ

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ò.å.

|vn+1 − v∗|2 ≤ q(α)n+1|v0 − v∗|2 ïðè n →∞,

ãäå
q(α) =

(
1 + 4(αγ)2/d1 − 2αγ

)
< 1, d1 = 1 + 2αγ − 2(α|Φ + B|)2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå îñòðîòû (2.11.2), îöåíèì òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëàãà-
åìûå â íåðàâåíñòâå (2.11.8); òîãäà ïîëó÷èì

〈vn+1− vn, v∗− vn+1〉+ 〈v̄n− vn, vn+1− v̄n〉 −αγ|v̄n− v∗|2 + (α|Φ + B|)2|vn− v̄n|2 ≥ 0. (2.11.9)

Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â íåðàâåíñòâå (2.11.9) ðàçëîæèì â ñóììó êâàäðàòîâ ñ ïîìîùüþ
òîæäåñòâà (2.9.14)

|vn+1 − v∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + d|v̄n − vn|2 + 2αγ|v̄n − v∗|2 ≤ |vn − v∗|2, (2.11.10)

ãäå d = 1− 2(α|Φ + B|)2 > 0, òàê êàê 0 < α < 1/(
√

2|Φ + B|).
Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

|v̄n − v∗|2 = |v̄n − vn|2 + 2〈v̄n − vn, vn − v∗〉+ |vn − v∗|2

ïðåîáðàçóåì (2.11.10)

|vn+1−v∗|2+|vn+1−v̄n|2+d|v̄n−vn|2+2αγ|v̄n−vn|2+4αγ〈v̄n−vn, vn−v∗〉+2αγ|vn−v∗|2 ≤ |vn−v∗|2

èëè

|vn+1 − v∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + d1|v̄n − vn|2 + 4αγ〈v̄n − vn, vn − v∗〉 ≤ (1− 2αγ)|vn − v∗|2,

ãäå d1 = 1 + 2αγ − 2(αL)2. Èç òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìûõ âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò

|vn+1−v∗|2+|vn+1−v̄n|2+
∣∣∣∣∣
√

d1(v̄
n − vn) +

2αγ√
d1

(vn − v∗)

∣∣∣∣∣
2

−4(αγ)2

d1

|vn − v∗|2 ≤ (1−2αγ)|vn−v∗|2.

Îòñþäà
|vn+1 − v∗|2 ≤

(
1 + 4(αγ)2/d1 − 2αγ

)
|vn − v∗|2.

Ïîñêîëüêó α < 1/(
√

2|Φ + B|), òî âåëè÷èíà

q(α) = 1 + 4(αγ)2/d1 − 2αγ = 1 + 2αγ((2αγ/d1)− 1) < 1.

Çäåñü ((2αγ)/d1)− 1 < 0.
Òàêèì îáðàçîì, |vn+1 − v∗|2 ≤ q(α)|vn − v∗|2, îòêóäà

|vn+1 − v∗|2 ≤ q(α)n+1|v0 − v∗|2.

Çíàìåíàòåëü ïðîãðåññèè q(α) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà α. Ìèíèìèçèðóÿ åãî íà îòðåçêå
(0, 1/(

√
2|Φ + B|)), ìîæíî âûáðàòü íàèëó÷øåå çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ ïðîãðåññèè. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

2.12. Èãðîâûå ýêñòðàãðàäèåíòíûå ìåòîäû
Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ èãðó äâóõ ëèö â îáùåì ñëó÷àå ñ íåíóëåâîé ñóììîé. Ðåøåíèå ýòîé
èãðû � ðàâíîâåñèå ïî Íýøó � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïîäâèæíóþ òî÷êó ñèñòåìû äâóõ ýêñ-
òðåìàëüíûõ âêëþ÷åíèé

x∗1 ∈ Argmin{〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+

1

2
〈B1x1, x1〉 | x1 ∈ X1},

x∗2 ∈ Argmin{〈C2x
∗
1 + c2, x2〉+

1

2
〈B2x2, x2〉 | x2 ∈ X2},

(2.12.1)
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ãäå
X1 = {x1 ∈ Rn1 | A1x1 ≤ a1, x1 ≥ 0}, X2 = {x2 ∈ Rn2 | A2x2 ≤ a2, x2 ≥ 0}.

Çäåñü C1 � m × n-ìàòðèöà, à C2 � n × m-ìàòðèöà, x1, c1 è x2, c2 � âåêòîðû ðàçìåðíîñòè
m è n ñîîòâåòñòâåííî, B1 � m ×m-ìàòðèöà, à B2 � n × n-ìàòðèöà, A1 � m1 × n-ìàòðèöà,
à A2 � m2 × n-ìàòðèöà.

Â (2.12.1) êàæäîìó èç ó÷àñòíèêîâ èãðû ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ïåðåìåííûì ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, êî-
òîðûå îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè äëÿ êàæäîãî èç ñîïåðíèêîâ.

Èãðà äâóõ ëèö (2.12.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñùåïëåííóþ ôîðìó ðàâíîâåñíîé çàäà÷è
(2.9.1). Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â ðàñùåïëåííîì âèäå êàê â ôîðìå
âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà

〈C1x
∗
2 + c1 + B1x

∗
1, x1− x∗1〉 ≥ 0 ∀x1 ∈ X1, 〈C2x

∗
1 + c2 + B2x

∗
2, x2− x∗2〉 ≥ 0 ∀x2 ∈ X2, (2.12.2)

òàê è â ôîðìå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

x∗1 = πX1(x
∗
1 − α(C1x

∗
2 + c1 + B1x

∗
1)), x∗2 = πX2(x

∗
2 − α(C2x

∗
1 + c2 + B2x

∗
2)), (2.12.3)

ãäå πXi
(. . .), i = 1, 2, � îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðîâ íà ìíîæåñòâî Xi, α > 0 �

ïàðàìåòð òèïà äëèíû øàãà. Ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè äëÿ èãðû
(2.12.1).

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.12.3) èñïîëüçóåì ìåòîä ýêñòðàãðàäèåíòíîãî òèïà, ñîñòîÿùèé èç
äâóõ ïîëóøàãîâ:

ïåðâûé ïîëóøàã

x̄n
1 = πX1(x

n
1 − α(C1x

n
2 + c1 + B1x

n
1 )), x̄n

2 = πX2(x
n
2 − α(C2x

n
1 + c2 + B2x

n
2 )), (2.12.4)

âòîðîé ïîëóøàã

xn+1
1 = πX1(x

n
1 − α(C1x̄

n
2 + c1 + B1x̄

n
1 )), xn+1

2 = πX2(x
n
2 − α(C2x̄

n
1 + c2 + B2x̄

n
2 )). (2.12.5)

Äëèíà øàãà α â ýòîì ïðîöåññå îïðåäåëÿåòñÿ èç íåêîòîðîãî óñëîâèÿ.
Ýòîò ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïëåííîé ôîðìîé ìåòîäà (2.9.4) è ñõîäèìîñòü åãî, êîíå÷íî,

ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.9.1. Íî ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì ïðèâåñòè äîêàçà-
òåëüñòâî ñõîäèìîñòè èãðîâîãî ïðîöåññà (2.12.4), (2.12.5) â ðàñùåïëåííîé ôîðìå, íåçàâèñèìî
îò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.9.1. Â ÷àñòíîñòè, èìåþòñÿ â âèäó ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ èãðîâî-
ãî ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà íà ñëó÷àé íåçàâèñèìîãî ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ, íàïðèìåð, êîãäà
êàæäûé èç èãðîêîâ íåçàâèñèìî âûáèðàåò ñâîþ äëèíó øàãà â ýêñòðàãðàäèåíòíîì ïðîöåññå.

Èç (2.12.4), (2.12.5) èìååì îöåíêè

|x̄n
1−xn+1

1 | ≤ α|C1(x2− x̄n
2 )+B1(x

n
1− x̄n

1 )|, |x̄n
2−xn+1

2 | ≤ α|C2(x1− x̄n
1 )+B2(x

n
2− x̄n

2 )|. (2.12.6)

Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ (2.12.4), (2.12.5) â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Óðàâíåíèÿ èç
(2.12.4) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ çàïèøåì â âèäå

〈x̄n
1 − xn

1 + α(C1x
n
2 + c1 + B1x

n
1 ), x1 − x̄n

1 〉 ≥ 0 ∀x1 ∈ X1,

〈x̄n
2 − xn

2 + α(C2x
n
1 + c2 + B2x

n
2 ), x2 − x̄n

2 〉 ≥ 0 ∀x2 ∈ X2.
(2.12.7)

Óðàâíåíèÿ (2.12.5) ïðåäñòàâèì â ôîðìå

〈xn+1
1 − xn

1 + α(C1x̄
n
2 + c1 + B1x̄

n
1 ), x1 − xn+1

1 〉 ≥ 0 ∀x1 ∈ X1,

〈xn+1
2 − xn

2 + α(C2x
n
1 + c2 + B2x̄

n
2 ), x2 − xn+1

2 〉 ≥ 0 ∀x2 ∈ X2.
(2.12.8)
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Ñõîäèìîñòü ïðîöåññà (2.12.4), (2.12.5) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñâîéñòâ ñèñòåìíûõ ìàòðèö

C =

(
0 C1

C2 0

)
, B =

(
B1 0
0 B2

)
.

Äëÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà íåîáõîäèìî, ÷òîáû èõ ñóììà áûëà ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåí-
íîé. Ýòî âñåãäà òàê, ïîñêîëüêó ìàòðèöà C ïî êðàéíåé ìåðå àíòèñèììåòðè÷íà è òåì ñàìûì
ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, à ìàòðèöà B ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëóîïðåäå-
ëåííàÿ, òàê êàê ôóíêöèè 〈B1x1, x1〉, 〈B2x2, x2〉 âûïóêëûå ïî îïðåäåëåíèþ.

Òåîpåìà 2.12.1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2.12.1) íåïóñòî, ìàòðèöà C+ +B
ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn

1 , x
n
2 , ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (2.12.4),

(2.12.5) ñ âûáîðîì äëèíû øàãà α èç óñëîâèÿ α < (1/
√

2|C + B|), ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî
íîðìå ê îäíîìó èç èãðîâûõ ðåøåíèé, ò.å. xn

1 , x
n
2 → x∗1, x

∗
2 ïðè n →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì x1 = x∗1, x2 = x∗2 â (2.12.8); òîãäà

〈xn+1
1 − xn

1 + α(C1x̄
n
2 + c1 + B1x̄

n
1 ), x∗1 − xn+1

1 〉 ≥ 0,

〈xn+1
2 − xn

2 + α(C2x
n
1 + c2 + B2x̄

n
2 ), x∗2 − xn+1

2 〉 ≥ 0,
(2.12.9)

Ïîëîæèì x1 = xn+1
1 , x2 = xn+1

2 â (2.12.7)

〈x̄n
1 − xn

1 + α(C1x
n
2 + c1 + B1x

n
1 ), xn+1

1 − x̄n
1 〉 ≥ 0,

〈x̄n
2 − xn

2 + α(C2x
n
1 + c2 + B2x

n
2 ), xn+1

2 − x̄n
2 〉 ≥ 0.

Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà èìååì

〈x̄n
1 − xn

1 , x
n+1
1 − x̄n

1 〉+ α〈C1x̄
n
2 + c1 + B1x̄

n
1 , x

n+1
1 − x̄n

1 〉−
−α〈C1(x̄

n
2 − xn

2 ) + B1(x̄
n
1 − xn

1 ), xn+1
1 − x̄n

1 〉 ≥ 0,

èëè, ñ ó÷åòîì (2.12.6),

〈x̄n
1 − xn

1 , x
n+1
1 − x̄n

1 〉+ α〈C1x̄
n
2 + c1 + B1x̄

n
1 , x

n+1
1 − x̄n

1 〉+

+ α2|C1(x
n
2 − x̄n

2 ) + B1(x
n
1 − x̄n

1 )|2 ≥ 0. (2.12.10)

Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x2:

〈x̄n
2 − xn

2 , x
n+1
2 − x̄n

2 〉+ α〈C2x̄
n
1 + c2 + B2x̄

n
2 , x

n+1
2 − x̄n

2 〉+

+ α2|C2(x
n
1 − x̄n

1 ) + B2(x
n
2 − x̄n

2 )|2 ≥ 0. (2.12.11)

Ñëîæèì ñèñòåìû ïàð íåðàâåíñòâà (2.12.9) è (2.12.10),(2.12.11):

〈xn+1
1 − xn

1 , x
∗
1 − xn+1

1 〉+ 〈x̄n
1 − xn

1 , x
n+1
1 − x̄n

1 〉+
+〈xn+1

2 − xn
2 , x

∗
2 − xn+1

2 〉+ 〈x̄n
2 − xn

2 , x
n+1
2 − x̄n

2 〉+
+α〈C1x̄

n
2 + c1 + B1x̄

n
1 , x

∗
1 − x̄n

1 〉+ α〈C2x̄
n
1 + c2 + B2x̄

n
2 , x

∗
2 − x̄n

2 〉+
+α2|C1(x

n
2 − x̄n

2 ) + B1(x
n
1 − x̄n

1 )|2 + α2|C2(x
n
1 − x̄n

1 ) + B2(x
n
2 − x̄n

2 )|2 ≥ 0.

(2.12.12)

Ïîëîæèì x1 = x̄n
1 , x2 = x̄n

2 â íåðàâåíñòâàõ ñèñòåìû (2.12.2); òîãäà

〈C1x
∗
2 + c1 + B1x

∗
1, x̄

n
1 − x∗1〉 ≥ 0, 〈C2x

∗
1 + c2 + B2x

∗
2, x̄

n
2 − x∗2〉 ≥ 0.
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Ñëîæèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ñ (2.12.12):

〈xn+1
1 − xn

1 , x
∗
1 − xn+1

1 〉+ 〈x̄n
1 − xn

1 , x
n+1
1 − x̄n

1 〉+
+〈xn+1

2 − xn
2 , x

∗
2 − xn+1

2 〉+ 〈x̄n
2 − xn

2 , x
n+1
2 − x̄n

2 〉+
+α〈C1(x̄

n
2 − x∗2) + B1(x̄

n
1 − x∗1), x

∗
1 − x̄n

1 〉+ α〈C2(x̄
n
1 − x∗1) + B2(x̄

n
2 − x∗2), x

∗
2 − x̄n

2 〉+
+α2|C1(x

n
2 − x̄n

2 ) + B1(x
n
1 − x̄n

1 )|2 + α2|C2(x
n
1 − x̄n

1 ) + B2(x
n
2 − x̄n

2 )|2 ≥ 0.

(2.12.13)

Ïåðåïèøåì (2.12.13) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå

(xn+1
1 − xn

1 , x
n+1
2 − xn

2 )

(
x∗1 − xn+1

1

x∗2 − xn+1
2

)
+ +(x̄n

1 − xn
1 , x̄

n
2 − xn

2 )

(
xn+1

1 − x̄n
1

xn+1
2 − x̄n

2

)
+

+α(x∗1 − x̄n
1 , x

∗
2 − x̄n

2 )

(
0 C1

C2 0

) (
x̄n

1 − x∗1
x̄n

2 − x∗2

)
+

+α(x∗1 − x̄n
1 , x

∗
2 − x̄n

2 )

(
B1 0
0 B2

) (
x̄n

1 − x∗1
x̄n

2 − x∗2

)
+

+α2

∣∣∣∣∣

{(
B1 0
0 B2

)
+

(
0 C1

C2 0

)} (
xn

1 − x̄n
1

xn
2 − x̄n

2

)∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö

C =

(
0 C1

C2 0

)
, B =

(
B1 0
0 B2

)

è âåêòîðîâ
v∗ =

(
x∗1
x∗2

)
, v =

(
x1

x2

)

è ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ôîðìå

〈vn+1−vn, v∗−vn+1〉+〈v̄n−vn, vn+1−v̄n〉++〈(C+B)(v∗−v̄n), v̄n−v∗〉+α2|(C+B)(v̄n−vn)|2 ≥ 0.

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.9.14) ðàçëîæèì ïåðâûõ äâà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ â ñóììó
êâàäðàòîâ. Ó÷èòûâàÿ òàêæå ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû Φ + B, ïîëó÷èì

|vn+1 − v∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + |v̄n − vn|2 + 2α2|(C + B)(v̄n − vn)|2 ≤ |vn − v∗|2.
Îòñþäà èìååì

|vn+1 − v∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + (1− 2α2|C + B|2)|v̄n − vn|2 ≤ |vn − v∗|2.
Ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî îò n = 0 äî n = N

|vN+1 − v∗|2 +
k=N∑

k=0

|vk+1 − v̄k|2 + d
k=N∑

k=0

|v̄k − vk|2 ≤ |v0 − v∗|2,

ãäå d = 1 − 2α2|C + B|2 > 0 ïî óñëîâèþ òåîðåìû. Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò
îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè

|vN+1 − v∗|2 ≤ |v0 − v∗|2,
à òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ

∞∑

k=0

|vk+1 − v̄k|2 < ∞,
∞∑

k=0

|v̄k − vk|2 < ∞
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èí |vn+1 − v̄n|2 → 0, |v̄n − vn|2 → 0, n →∞.
Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v′ òàêîé, ÷òî vni → v′

ïðè ni →∞ è ïðè ýòîì |vni+1 − vni|2 → 0.
Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (2.12.7), (2.12.8) äëÿ âñåõ ni →∞ è, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

〈C1x
′
2 +c1+B1x

′
1, x1−x′1〉 ≥ 0 ∀x1 ∈ X1, 〈C2x

′
1 +c2 +B2x

′
2, x2−x′2〉 ≥ 0∀x2 ∈ X2. (2.12.14)

Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ (2.12.2), òî v′ = v∗ ∈ D∗, ò.å. ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ
òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè óáûâàíèÿ
âåëè÷èíû |vn − v∗| îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëüíîé òî÷êè, ò.å. ñõîäèìîñòü vn =
= (xn

1 , x
n
2 ) → v∗ = (x∗1, x

∗
2) ïðè n →∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.13. Ýêñòðàãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ôóíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ ó÷èòûâà-
ëèñü ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ñòðóêòóðà äîïó-
ñòèìîãî ìíîæåñòâà äîñòàòî÷íî ïðîñòà (ïàðàëëåëåïèïåä, ïåðåñå÷åíèÿ øàðîâ) è ðåàëèçàöèÿ
îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî íå òðåáóåò áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëå-
íèé. Îäíàêî ñèòóàöèÿ ðåçêî ìåíÿåòñÿ, åñëè äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî èìååò ñëîæíóþ ñòðóê-
òóðó, íàïðèìåð ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî; òîãäà ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ ðàçóìíî ó÷èòûâàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

Ðàññìîòðèì ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw,w〉 | Aw ≤ a, w ≥ 0}. (2.13.1)

Äëÿ ó÷åòà ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ïðè v = v∗ ââåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(v∗, w, p) = 〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw, w〉+ 〈p,Aw − a〉

äëÿ âñåõ w ≥ 0, p ≥ 0. Òî÷êó v∗, p∗ íàçîâåì ñåäëîâîé äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(v∗, w, p), åñëè
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

L(v∗, v∗, p) ≤ L(v∗, v∗, p∗) ≤ L(v∗, w, p∗) ∀w ≥ 0, ∀p ≥ 0. (2.13.2)

Ñèñòåìó (2.13.2) ïðåäñòàâèì â âèäå

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ, w〉+ (1/2)〈Bw,w〉+ 〈p∗, Aw − b〉 | w ≥ 0},
p∗ ∈ Argmax{〈p,Av∗ − a〉 | p ≥ 0} (2.13.3)

èëè â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈(Φ + B)v∗ + ϕ + A>p∗, w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0, −〈Av∗ − a, p− p∗〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0. (2.13.4)

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ïðåäñòàâèì â ôîðìå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé
ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ

v∗ = π+(v∗ − α((Φ + B)v∗ + ϕ + A>p∗)), p∗ = π+(p∗ + α(Av∗ − a)), (2.13.5)

ãäå π+(. . .) � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà íà ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò Rn
+,

α > 0 � ïàðàìåòð òèïà äëèíû øàãà.

31



Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.13.5) èñïîëüçóåì ìåòîä ýêñòðàãðàäèåíòíîãî òèïà ïî ïðÿìûì è
äâîéñòâåííûì ïåðåìåííûì [6]:

p̄n = π+(pn + αn(Avn − a)), v̄n = π+(vn − αn((Φ + B)vn + ϕ + A>p̄n)),

pn+1 = π+(pn + αn(Av̄n − a)), vn+1 = π+(vn − αn((Φ + B)v̄n + ϕ + A>p̄n)).
(2.13.6)

Äëèíà øàãà αn â ýòîì ïðîöåññå îïðåäåëÿåòñÿ ëèáî èç óñëîâèÿ

0 < ε0 ≤ αn ≤
√

(1− ε)/
√

2(|Φ + B|2 + |A|2), (2.13.7)

ëèáî èç óñëîâèÿ

2α2
n

(
|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 + |A(v̄n − vn)|2

)
≤ (1− ε)|v̄n − vn|2. (2.13.8)

Â ýòîì ìåòîäå ïðåäëàãàåòñÿ äâà ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà αn: èç óñëîâèÿ (2.13.7) èëè èç
óñëîâèÿ (2.13.8). Ðåàëèçàöèÿ ïåðâîãî ñïîñîáà î÷åíü ïðîñòà, íî äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü
ïðàâóþ ãðàíèöó èíòåðâàëà, òðåáóåòñÿ çíàíèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î íîðìàõ ìàòðèö |Φ+B|
è |A|. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòà èíôîðìàöèÿ íåèçâåñòíà èëè åå òðóäíî àïðèîðè îöåíèòü. Âî
âòîðîì ñïîñîáå âûáîðà ïàðàìåòðà αn ìåõàíèçì îöåíêè ýòîé èíôîðìàöèè ôàêòè÷åñêè âëîæåí
â ñàì ìåòîä. Äèôôåðåíöèàëüíûé àíàëîã ìåòîäà (2.13.6) � (2.13.8) îáîñíîâàí â [41].

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà αn èç óñëîâèé (2.13.7) è (2.13.8)
ïîëó÷èì îöåíêó îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ v̄n, vn+1 è p̄n, pn+1 èç (2.13.6):

|p̄n − pn+1| ≤ αn|A(vn − v̄n)|, |v̄n − vn+1| ≤ αn|(Φ + B)(vn − v̄n)|. (2.13.9)

Ñ ó÷åòîì (2.13.9) èìååì îöåíêó

|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 + |A(v̄n − vn)|2 ≤ (|Φ + B|2 + |A|2)|v̄n − vn|2.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ïàðàìåòð αn òàê, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2α2
n|Φ+B|2+

+|A|2 ≤ (1− ε), ò.å.
2α2

n ≤ (1− ε)/(|Φ + B|2 + |A|2).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò αn, óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêå (2.13.8).

Ïðåäñòàâèì ýòîò ïðîöåññ â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèå
èç (2.13.6) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ çàïèøåì â âèäå

〈p̄n − pn − αn(Avn − a), p− p̄n〉 ≥ 0 (2.13.10)

è 〈pn+1 − pn − αn(Av̄n − a), p− pn+1〉 ≥ 0 (2.13.11)
äëÿ âñåõ p ≥ 0. Âòîðîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèì â ôîðìå

〈v̄n − vn + αn((Φ + B)vn + ϕ + A>p̄n), w − v̄n〉 ≥ 0 (2.13.12)

è
〈vn+1 − vn + αn((Φ + B)v̄n + ϕ + A>p̄n), w − vn+1〉 ≥ 0 (2.13.13)

äëÿ âñåõ w ≥ 0. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ (2.13.6) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç
ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé.

Òåîpåìà 2.13.1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2.13.1) íåïóñòî, ìàòðèöà Φ + B
ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (2.13.6)
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ñ âûáîðîì ïàðàìåòðà αn ñïîñîáîì (2.13.7) èëè (2.13.8), ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê
îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé, ò.å. vn → v∗ ∈ D∗ ïðè n →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì w = v∗ â (2.13.13); òîãäà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ αn〈(Φ + B)v̄n + ϕ + A>p̄n, v∗ − vn+1〉 ≥ 0. (2.13.14)

Ïîëîæèì w = vn+1 â (2.13.12)

〈v̄n − vn + αn((Φ + B)vn + ϕ + A>p̄n), vn+1 − v̄n〉 ≥ 0.

Îòñþäà
〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ αn〈(Φ + B)v̄n + ϕ, vn+1 − v̄n〉−

−αn〈(Φ + B)(v̄n − vn), vn+1 − v̄n〉+ αn〈A>p̄n, vn+1 − v̄n〉 ≥ 0

èëè, ñ ó÷åòîì (2.13.9),

〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ αn〈(Φ + B)v̄n + ϕ, vn+1 − v̄n〉+

+ αn〈A>p̄n, vn+1 − v̄n〉+ α2
n|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 ≥ 0. (2.13.15)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (2.13.14) è (2.13.15):

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ αn〈(Φ + B)v̄n+

+ϕ, v∗ − v̄n〉+ αn〈A>p̄n, v∗ − v̄n〉+ α2
n|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 ≥ 0.

(2.13.16)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 〈p̄n, Av∗ − b〉 ≤ 0, ïðåîáðàçóåì îòäåëüíî ÷åòâåðòûé ÷ëåí èç (2.13.16)

〈A>p̄n, v∗ − v̄n〉 = 〈p̄n, Av∗ − a + a− Av̄n〉 ≤ 〈p̄n, a− Av̄n〉;

òîãäà
〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ αn〈(Φ + B)v̄n+

+ϕ, v∗ − v̄n〉+ αn〈p̄n, a− Av̄n〉+ α2
n|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 ≥ 0.

Ïîëîæèì w = v̄n â ïåðâîì íåðàâåíñòâå (2.13.4); òîãäà

〈(Φ + B)v∗ + ϕ, v̄n − v∗〉+ 〈p∗, Av̄n − a + a− Av∗〉 ≥ 0

èëè
〈(Φ + B)v∗ + ϕ, v̄n − v∗〉+ 〈p∗, Av̄n − a〉 ≥ 0.

Ñëîæèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+
+αn〈(Φ + B)v̄n − (Φ + B)v∗, v∗ − v̄n〉+
+αn〈p̄n − p∗, a− Av̄n〉+ α2

n|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 ≥ 0.

(2.13.17)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (2.13.10) è (2.13.11). Ïîëîæèì p = p∗ â (2.13.11)

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 − αn〈Av̄n − a, p∗ − pn+1〉 ≥ 0 (2.13.18)

è p = pn+1 â (2.13.10):

〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+ αn〈A(v̄n − vn), pn+1 − p̄n〉 − αn〈Av̄n − a, pn+1 − p̄n〉 ≥ 0. (2.13.19)
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Ñëîæèì îáà íåðàâåíñòâà

〈pn+1−pn, p∗−pn+1〉+ 〈p̄n−pn, pn+1− p̄n〉+αn〈A(v̄n−vn), pn+1− p̄n〉−αn〈Av̄n−a, p∗− p̄n〉 ≥ 0.

Èñïîëüçóÿ (2.13.9), ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âèäå

〈pn+1−pn, p∗−pn+1〉+〈p̄n−pn, pn+1− p̄n〉+α2
n|A(v̄n−vn)|2−αn〈Av̄n−a, p∗− p̄n〉 ≥ 0. (2.13.20)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (2.13.17) è (2.13.20), ïðè ýòîì ó÷òåì ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðåäå-
ëåííîñòü îïåðàòîðà 〈(Φ + B)v, v〉 ≥ 0 ∀v ≥ 0

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ 〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+
+〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+ α2

n (|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 + |A(v̄n − vn)|2) ≥ 0.

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.9.14) ÷åòûðå ïåðâûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå
ñóììû êâàäðàòîâ

|vn+1 − v∗|2 + |pn+1 − p∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + |v̄n − vn|2 + |pn+1 − p̄n|2 + |p̄n − pn|2+
2α2

n (|(Φ + B)(v̄n − vn)|2+ |A(v̄n − vn)|2) ≤ |vn − v∗|2 + |pn − p∗|2.

Â ñèëó (2.10.17) ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâèì â ôîðìå

|vn+1 − v∗|2 + |pn+1 − p∗|2 + (1/2)|pn+1 − pn|2 + |vn+1 − v̄n|2 + |v̄n − vn|2−
−2α2

n (|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 + |A(v̄n − vn)|2) ≤ |vn − v∗|2 + |pn − p∗|2. (2.13.21)

Â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå ñóììó ïÿòîãî è øåñòîãî ñëàãàåìûõ îöåíèì ñ ïîìîùüþ (2.13.8);
òîãäà

|vn+1 − v∗|2 + |pn+1 − p∗|2 + (1/2)|pn+1 − pn|2 + |vn+1 − v̄n|2 + ε|v̄n − vn|2 ≤
≤ |vn − v∗|2 + |pn − p∗|2. (2.13.22)

Åñëè æå â ïðîöåññå (2.13.6) äëèíà øàãà αn âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ (2.13.7), òî øåñòîé ÷ëåí
â (2.13.21) îöåíèì êàê

|(Φ + B)(v̄n − vn)|2 + |A(v̄n − vn)|2 ≤ (|(Φ + B)|2 + |A|2)|v̄n − vn|2;

òîãäà
|vn+1 − v∗|2 + |pn+1 − p∗|2 + (1/2)|pn+1 − pn|2 + |vn+1 − v̄n|2+

+(1− 2α2
n(|Φ + B|2 + |A|2))|v̄n − vn|2 ≤|vn − v∗|2 + |pn − p∗|2. (2.13.23)

Òàê êàê 1−2α2
n(|Φ+B|2 + |A|2) ≥ ε ïî óñëîâèþ (2.13.7), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, êîòîðîå èìååò

âèä (2.13.22). Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà âûáîðà äëèíû øàãà αn ìû â ëþáîì
ñëó÷àå ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (2.13.22). Ïðîñóììèðóåì (2.13.22) îò n = 0 äî n = N :

|vN+1−v∗|2+|pN+1−p∗|2+1

2

k=N∑

k=0

|pk+1−pk|2+
k=N∑

k=0

|vk+1−vk|2+ε
k=N∑

k=0

|v̄k−vk|2 ≤ |v0−v∗|2+|p0−p∗|2.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè

|vN+1 − v∗|2 + |pN+1 − p∗|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |p0 − p∗|2,
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à òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

k=0

|vk+1 − vk|2 < ∞,
∞∑

k=0

|pk+1 − pk|2 < ∞

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èí

|vn+1 − vn|2 → 0, |pn+1 − pn|2 → 0, n →∞.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, pn îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v′, p′ òàêîé, ÷òî
vni → v′, pni → p′ ïðè ni →∞ è ïðè ýòîì

|vni+1 − vni|2 → 0, |pni+1 − pni|2 → 0.

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (2.13.10) � (2.13.13) äëÿ âñåõ ni → ∞ è, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó,
ïîëó÷èì

〈(Φ + B)v′ + ϕ + A>p′, w − v′〉 ≥ 0, −〈Av′ − a, p− p′〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0.

Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ (2.13.4), òî v′ = v∗ ∈ D∗, p′ = p∗ ≥ 0, ò.å. ëþáàÿ ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn, pn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè
óáûâàíèÿ âåëè÷èíû |vn − v∗|+ |pn − p∗| îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëüíîé òî÷êè, ò.å.
ñõîäèìîñòü vn → v∗, pn → p∗ ïðè n →∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.14. Èãðîâûå ýêñòðàãðàäèåíòíûå ìåòîäû ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Ëàãðàíæà

Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ èãðó äâóõ ëèö ñ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó [16] è, â îáùåì ñëó÷àå, ñ
íåíóëåâîé ñóììîé

x∗1 ∈ Argmin{〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉 | A1x1 ≤ a1, x1 ≥ 0},

x∗2 ∈ Argmin{〈C2x
∗
1 + c2, x2〉+ (1/2)〈B2x2, x2〉 | A2x2 ≤ a2, x2 ≥ 0}. (2.14.1)

Êàæäîìó èç ó÷àñòíèêîâ ýòîé èãðû ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ïåðåìåííûì ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå
îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûìè äëÿ êàæäîãî èç ñîïåðíèêîâ. Äëÿ ó÷åòà ôóíêöèîíàëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé äëÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ ïðè v = v∗ = (x∗1, x

∗
2) ââåäåì ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L1(x1, x
∗
2, p1) = 〈x1, C1x

∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉+ 〈p1, A1x1 − a1〉

� äëÿ âñåõ x1 ≥ 0, p1 ≥ 0 è

L2(x
∗
1, x2, p2) = 〈C2x

∗
1 + c2, x2〉+ (1/2)〈B2x2, x2〉+ 〈p2, A2x2 − a2〉

� äëÿ âñåõ x2 ≥ 0, p2 ≥ 0. Òî÷êè x∗1, p
∗
1 è x∗2, p

∗
2 íàçîâåì ñåäëîâûìè äëÿ ôóíêöèé Ëàãðàíæà

L1(x1, x
∗
2, p1) è L2(x

∗
1, x2, p2), åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

L1(x
∗
1, x

∗
2, p1) ≤ L1(x

∗
1, x

∗
2, p

∗
1) ≤ L1(x1, x

∗
2, p

∗
1) ∀x1 ≥ 0, ∀p1 ≥ 0, (2.14.2)

L2(x
∗
1, x

∗
2, p2) ≤ L2(x

∗
1, x

∗
2, p

∗
2) ≤ L2(x

∗
1, x2, p

∗
2) ∀x2 ≥ 0, ∀p2 ≥ 0. (2.14.3)

Ñèñòåìó íåðàâåíñòâ (2.14.2), (2.14.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû çàäà÷

x∗1 ∈ Argmin{〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉+ 〈p∗1, A1x1 − a1〉 | x1 ≥ 0},

p∗1 ∈ Argmax{〈p1, A1x
∗
1 − a1〉 | p1 ≥ 0}, (2.14.4)
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x∗2 ∈ Argmin{〈x2, C2x
∗
1 + c2〉+ (1/2)〈B2x2, x2〉+ 〈p∗2, A2x2 − a2〉 | x2 ≥ 0},

p∗2 ∈ Argmax{〈p2, A2x
∗
2 − a2〉 | p2 ≥ 0} (2.14.5)

èëè â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈C1x
∗
2 + c1 + B1x

∗
1 + A>

1 p∗1, x1 − x∗1〉 ≥ 0 ∀x1 ≥ 0,

−〈A1x
∗
1 − a1, p1 − p∗1〉 ≥ 0 ∀p1 ≥ 0,

〈C2x
∗
1 + c2 + B2x

∗
2 + A>

2 p∗2, x2 − x∗2〉 ≥ 0 ∀x2 ≥ 0,

−〈A2x
∗
2 − a2, p2 − p∗2〉 ≥ 0 ∀p2 ≥ 0.

(2.14.6)

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðî-
âàíèÿ ïðåäñòàâèì â ôîðìå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

x∗1 = π+(x∗1 − α(C1x
∗
2 + c1 + B1x

∗
1 + A>

1 p∗1)),

p∗1 = π+(p∗1 + α(A1x
∗
1 − a1)),

x∗2 = π+(x∗2 − α(C2x
∗
1 + c2 + B2x

∗
2 + A>

2 p∗2)),

p∗2 = π+(p∗2 + α(A2x
∗
2 − a2)),

(2.14.7)

ãäå π+(. . .) � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà íà ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò Rn
+,

α > 0 � ïàðàìåòð òèïà äëèíû øàãà.
Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.14.7) èñïîëüçóåì ìåòîä ýêñòðàãðàäèåíòíîãî òèïà ïî ïðÿìûì è

äâîéñòâåííûì ïåðåìåííûì, ñîñòîÿùèì èç äâóõ ïîëóøàãîâ:
ïåðâûé ïîëóøàã

p̄n
1 = π+(pn

1 + α(A1x
n
1 − a1)),

x̄n
1 = π+(xn

1 − α(C1x
n
2 + c1 + B1x

n
1 + A>

1 p̄n
1 )),

p̄n
2 = π+(pn

2 + α(A2x
n
2 − a2)),

x̄n
2 = π+(xn

2 − α(C2x
n
1 + c2 + B2x

n
2 + A>

2 p̄n
2 )),

(2.14.8)

âòîðîé ïîëóøàã

pn+1
1 = π+(pn

1 + α(A1x̄
n
1 − a1)),

xn+1
1 = π+(xn

1 − α(C1x̄
n
2 + c1 + B1x̄

n
1 + A>

1 p̄n
1 )),

pn+1
2 = π+(pn

2 + α(A2x̄
n
2 − a2)),

xn+1
2 = π+(xn

2 − α(C2x̄
n
1 + c2 + B2x̄

n
2 + A>

2 p̄n
2 )).

(2.14.9)

Äëèíà øàãà α â ïðîöåññå (2.14.8), (2.14.9) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

0 < ε0 ≤ α < 1/
√

2(|C + B|2 + |A|2), ε0 > 0. (2.14.10)

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà α èç óñëîâèé (2.14.10) ïîëó÷èì
îöåíêó îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ x̄n

1 , x̄n
2 è xn+1

1 , xn+1
2 è p̄n

1 , p̄n
2 è pn+1

1 , pn+1
2 èç (2.14.8), (2.14.9)

|p̄n
1 − pn+1

1 | ≤ α|A1(x
n
1 − x̄n

1 )|,
|p̄n

2 − pn+1
2 | ≤ α|A2(x

n
2 − x̄n

2 )|,
|x̄n

1 − xn+1
1 | ≤ α|C1(x

n
2 − x̄n

2 ) + B1(x
n
1 − x̄n

1 )|,
|x̄n

2 − xn+1
2 | ≤ α|C2(x

n
1 − x̄n

1 ) + B2(x
n
2 − x̄n

2 )|.

(2.14.11)
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Ïðåäñòàâèì ýòîò ïðîöåññ â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Óðàâíåíèÿ èç (2.14.8) â
ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ çàïèøåì â âèäå

〈p̄n
1 − pn

1 − α(A1x
n
1 − a1), p1 − p̄n

1 〉 ≥ 0 ∀p1 ≥ 0,

〈p̄n
2 − pn

2 − α(A2x
n
2 − a2), p2 − p̄n

2 〉 ≥ 0 ∀p2 ≥ 0
(2.14.12)

è
〈x̄n

1 − xn
1 + α(C1x

n
2 + c1 + B1x

n
1 + A>

1 p̄n
1 ), x1 − x̄n

1 〉 ≥ 0 ∀x1 ≥ 0,

〈x̄n
2 − xn

2 + α(C2x
n
1 + c2 + B2x

n
2 + A>

2 p̄n
2 ), x2 − x̄n

2 〉 ≥ 0 ∀x2 ≥ 0.
(2.14.13)

Óðàâíåíèÿ (2.14.9) ïðåäñòàâèì â ôîðìå

〈pn+1
1 − pn

1 − α(A1x̄
n
1 − a1), p1 − pn+1

1 〉 ≥ 0 ∀p1 ≥ 0,

〈pn+1
2 − pn

2 − α(A2x̄
n
2 − a2), p2 − pn+1

2 〉 ≥ 0 ∀p2 ≥ 0
(2.14.14)

è
〈xn+1

1 − xn
1 + α(C1x̄

n
2 + c1 + B1x̄

n
1 + A>

1 p̄n
1 ), x1 − xn+1

1 〉 ≥ 0 ∀x1 ≥ 0,

〈xn+1
2 − xn

2 + α(C2x
n
1 + c2 + B2x̄

n
2 + A>

2 p̄n
2 ), x2 − xn+1

2 〉 ≥ 0 ∀x2 ≥ 0.
(2.14.15)

Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ìåòîäà (2.14.8), (2.14.9) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.13.1. Îäíàêî ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì äàòü íåçàâèñèìîå, èãðîâîå äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ýòîãî ïðîöåññà,
èìåÿ â âèäó åãî ðàçëè÷íûå èãðîâûå îáîáùåíèÿ, íàïðèìåð, íà ñëó÷àé, êîãäà îáà èãðîêà íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà âûáèðàþò ñâîþ ñîáñòâåííóþ äëèíó øàãà α. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ
(2.14.8), (2.14.9) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé.

Òåîpåìà 2.14.1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2.14.1) íåïóñòî, â ðàâíîâåñíîì ñî-
ñòîÿíèè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà êàæäîãî èç èãðîêîâ èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó, ìàòðèöà C + B
ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn

1 , xn
2 , pn

1 , pn
2 , ïîðîæäåííàÿ ìåòî-

äîì (2.14.8), (2.14.9) ñ âûáîðîì ïàðàìåòðà α èç óñëîâèÿ (2.14.10), ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî
íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé, ò.å. xn

1 , x
n
2 , p

n
1 , p

n
2 → x∗1, x

∗
2, p

∗
1, p

∗
2 ïðè n →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì x1 = x∗1, x2 = x∗2 â (2.14.15); òîãäà

〈xn+1
1 − xn

1 + α(C1x̄
n
2 + c1 + B1x̄

n
1 + A>

1 p̄n
1 ), x∗1 − xn+1

1 〉 ≥ 0,

〈xn+1
2 − xn

2 + α(C2x
n
1 + c2 + B2x̄

n
2 + A>

2 p̄n
2 ), x∗2 − xn+1

2 〉 ≥ 0.
(2.14.16)

Ïîëîæèì x1 = xn+1
1 , x2 = xn+1

2 â (2.14.13):

〈x̄n
1 − xn

1 + α(C1x
n
2 + c1 + B1x

n
1 + A>

1 p̄n
1 ), xn+1

1 − x̄n
1 〉 ≥ 0,

〈x̄n
2 − xn

2 + α(C2x
n
1 + c2 + B2x

n
2 + A>

2 p̄n
2 ), xn+1

2 − x̄n
2 〉 ≥ 0.

Îòñþäà

〈x̄n
1 − xn

1 , x
n+1
1 − x̄n

1 〉+ α〈C1x̄
n
2 + c1 + B1x̄

n
1 , x

n+1
1 − x̄n

1 〉−
−α〈C1(x̄

n
2 − xn

2 ) + B1(x̄
n
1 − xn

1 ), xn+1
1 − x̄n

1 〉+ α〈A>
1 p̄n

1 , x
n+1
1 − x̄n

1 〉 ≥ 0,

èëè, ñ ó÷åòîì (2.14.11),

〈x̄n
1 − xn

1 , x
n+1
1 − x̄n

1 〉+ α〈C1x̄
n
2 + c1 + B1x̄

n
1 , x

n+1
1 − x̄n

1 〉+
+α〈A>

1 p̄n
1 , x

n+1
1 − x̄n

1 〉+ α2|C1(x̄
n
2 − xn

2 ) + B1(x̄
n
1 − xn

1 )|2 ≥ 0.
(2.14.17)

Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷èì äëÿ ïåðåìåííûõ x2:

〈x̄n
2 − xn

2 , x
n+1
2 − x̄n

2 〉+ α〈C2x̄
n
1 + c2 + B2x̄

n
2 , x

n+1
2 − x̄n

2 〉+
+α〈A>

2 p̄n
2 , x

n+1
2 − x̄n

2 〉+ α2|C2(x̄
n
1 − xn

1 ) + B2(x̄
n
2 − xn

2 )|2 ≥ 0.
(2.14.18)
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Ñëîæèì ñèñòåìû ïàð íåðàâåíñòâ (2.14.16), (2.14.17) è (2.14.18):

〈xn+1
1 − xn

1 , x
∗
1 − xn+1

1 〉+ 〈x̄n
1 − xn

1 , x
n+1
1 − x̄n

1 〉+
+〈xn+1

2 − xn
2 , x

∗
2 − xn+1

2 〉+ 〈x̄n
2 − xn

2 , x
n+1
2 − x̄n

2 〉+
+α〈C1x̄

n
2 + c1 + B1x̄

n
1 , x

∗
1 − x̄n

1 〉+
+α〈C2x̄

n
1 + c2 + B2x̄

n
2 , x

∗
2 − x̄n

2 〉+
+α〈A>

1 p̄n
1 , x

∗
1 − x̄n

1 〉+ α〈A>
2 p̄n

2 , x
∗
2 − x̄n

2 〉+
+α2|C1(x̄

n
2 − xn

2 ) + B1(x̄
n
1 − xn

1 )|2+
+α2|C2(x̄

n
1 − xn

1 ) + B2(x̄
n
2 − xn

2 )|2 ≥ 0.

(2.14.19)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 〈p̄n
1 , A1x

∗
1−a1〉 ≤ 0, 〈p̄n

2 , A2x
∗
2−a2〉 ≤ 0, ïðåîáðàçóåì îòäåëüíî ñåäüìîå è âîñüìîå

ñëàãàåìûå èç (2.14.19):

〈A>
1 p̄n

1 , x
∗
1 − x̄n

1 〉 = 〈p̄n
1 , A1x

∗
1 − a1 + a1 − A1x̄

n
1 〉 ≤ 〈p̄n

1 , a1 − A1x̄
n
1 〉

è àíàëîãè÷íî
〈A>

2 p̄n
2 , x

∗
2 − x̄n

2 〉 ≤ 〈p̄n
2 , a2 − A2x̄

n
2 〉;

òîãäà
〈xn+1

1 − xn
1 , x

∗
1 − xn+1

1 〉+ 〈x̄n
1 − xn

1 , x
n+1
1 − x̄n

1 〉+
+〈xn+1

2 − xn
2 , x

∗
2 − xn+1

2 〉+ 〈x̄n
2 − xn

2 , x
n+1
2 − x̄n

2 〉+
+α〈C1x̄

n
2 + c1 + B1x̄

n
1 , x

∗
1 − x̄n

1 〉+
+α〈C2x̄

n
1 + c2 + B2x̄

n
2 , x

∗
2 − x̄n

2 〉+
+α〈p̄n

1 , a1 − A1x̄
n
1 〉+ α〈p̄n

2 , a2 − A2x̄
n
2 〉+

+α2|C1(x̄
n
2 − xn

2 ) + B1(x̄
n
1 − xn

1 )|2+
+α2|C2(x̄

n
1 − xn

1 ) + B2(x̄
n
2 − xn

2 )|2 ≥ 0.

(2.14.20)

Ïîëîæèì x1 = x̄n
1 , x2 = x̄n

2 â ïåðâîì è òðåòüåì íåðàâåíñòâàõ ñèñòåìû (2.14.6); òîãäà

〈C1x
∗
2 + c1 + B1x

∗
1, x̄

n
1 − x∗1〉+ 〈p∗1, A1x̄

n
1 − a1 + a1 − A1x

∗
1〉 ≥ 0,

〈C2x
∗
1 + c2 + B2x

∗
2, x̄

n
2 − x∗2〉+ 〈p∗2, A2x̄

n
2 − a2 + a2 − A2x

∗
2〉 ≥ 0

èëè
〈C1x

∗
2 + c1 + B1x

∗
1, x̄

n
1 − x∗1〉+ 〈p∗1, A1x̄

n
1 − a1〉 ≥ 0,

〈C2x
∗
1 + c2 + B2x

∗
2, x̄

n
2 − x∗2〉+ 〈p∗2, A2x̄

n
2 − a2〉 ≥ 0.

Ñëîæèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ñ (2.14.20):

〈xn+1
1 − xn

1 , x
∗
1 − xn+1

1 〉+ 〈x̄n
1 − xn

1 , x
n+1
1 − x̄n

1 〉+
+〈xn+1

2 − xn
2 , x

∗
2 − xn+1

2 〉+ 〈x̄n
2 − xn

2 , x
n+1
2 − x̄n

2 〉+
+α〈C1(x̄

n
2 − x∗2) + B1(x̄

n
1 − x∗1), x

∗
1 − x̄n

1 〉+
+α〈C2(x̄

n
1 − x∗1) + B2(x̄

n
2 − x∗2), x

∗
2 − x̄n

2 〉+
+α〈p̄n

1 − p∗1, a1 − A1x̄
n
1 〉+ α〈p̄n

2 − p∗2, a2 − A2x̄
n
2 〉+

+α2|C1(x
n
2 − x̄n

2 ) + B1(x
n
1 − x̄n

1 )|2+
+α2|C2(x

n
1 − x̄n

1 ) + B2(x
n
2 − x̄n

2 )|2 ≥ 0.

(2.14.21)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (2.14.12) è (2.14.14). Ïîëîæèì p1 = p∗1, p2 = p∗2 â (2.14.14):

〈pn+1
1 − pn

1 , p
∗
1 − pn+1

1 〉 − α〈A1x̄
n
1 − a1, p

∗
1 − pn+1

1 〉 ≥ 0,

〈pn+1
2 − pn

2 , p
∗
2 − pn+1

2 〉 − α〈A2x̄
n
2 − a2, p

∗
2 − pn+1

2 〉 ≥ 0
(2.14.22)
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è p1 = pn+1
1 , p2 = pn+1

2 â (2.14.12); òîãäà

〈p̄n
1 − pn

1 , p
n+1
1 − p̄n

1 〉+ α〈A1(x̄
n
1 − xn

1 ), pn+1
1 − p̄n

1 〉 − α〈A1x̄
n
1 − a1, p

n+1
1 − p̄n

1 〉 ≥ 0,

〈p̄n
2 − pn

2 , p
n+1
2 − p̄n

2 〉+ α〈A2(x̄
n
2 − xn

2 ), pn+1
2 − p̄n

2 〉 − α〈A2x̄
n
2 − a2, p

n+1
2 − p̄n

2 〉 ≥ 0.
(2.14.23)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (2.14.22) è (2.14.23):

〈pn+1
1 − pn

1 , p
∗
1 − pn+1

1 〉+ 〈pn+1
2 − pn

2 , p
∗
2 − pn+1

2 〉+
+〈p̄n

1 − pn
1 , p

n+1
1 − p̄n

1 〉+ 〈p̄n
2 − pn

2 , p
n+1
2 − p̄n

2 〉+
+α〈A1(x̄

n
1 − xn

1 ), pn+1
1 − p̄n

1 〉+ α〈A2(x̄
n
2 − xn

2 ), pn+1
2 − p̄n

2 〉−
−α〈A1x̄

n
1 − a1, p

∗
1 − p̄n

1 〉 − α〈A2x̄
n
2 − a2, p

∗
2 − p̄n

2 〉 ≥ 0.

Èñïîëüçóÿ (2.14.11), ïåðåïèøåì ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà â âèäå

〈pn+1
1 − pn

1 , p
∗
1 − pn+1

1 〉+ 〈pn+1
2 − pn

2 , p
∗
2 − pn+1

2 〉+
+〈p̄n

1 − pn
1 , p

n+1
1 − p̄n

1 〉+ 〈p̄n
2 − pn

2 , p
n+1
2 − p̄n

2 〉+
+α2|A1(x̄

n
1 − xn

1 )|2 + α2|A2(x̄
n
2 − xn

2 )|2−
−α〈A1x̄

n
1 − a1, p

∗
1 − p̄n

1 〉 − α〈A2x̄
n
2 − a2, p

∗
2 − p̄n

2 〉 ≥ 0.

(2.14.24)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (2.14.21) è (2.14.24):

〈xn+1
1 − xn

1 , x
∗
1 − xn+1

1 〉+ 〈x̄n
1 − xn

1 , x
n+1
1 − x̄n

1 〉+
+〈xn+1

2 − xn
2 , x

∗
2 − xn+1

2 〉+ 〈x̄n
2 − xn

2 , x
n+1
2 − x̄n

2 〉+
+〈pn+1

1 − pn
1 , p

∗
1 − pn+1

1 〉+ 〈pn+1
2 − pn

2 , p
∗
2 − pn+1

2 〉+
+〈p̄n

1 − pn
1 , p

n+1
1 − p̄n

1 〉+ 〈p̄n
2 − pn

2 , p
n+1
2 − p̄n

2 〉+
+α〈C1(x̄

n
2 − x∗2) + B1(x̄

n
1 − x∗1), x

∗
1 − x̄n

1 〉+
+α〈C2(x̄

n
1 − x∗1) + B2(x̄

n
2 − x∗2), x

∗
2 − x̄n

2 〉+
+α2|C1(x

n
2 − x̄n

2 ) + B1(x
n
1 − x̄n

1 )|2+
+α2|C2(x

n
1 − x̄n

1 ) + B2(x
n
2 − x̄n

2 )|2+
+α2|A1(x̄

n
1 − xn

1 )|2 + α2|A2(x̄
n
2 − xn

2 )|2 ≥ 0.

(2.14.25)

Ïåðåïèøåì (2.14.25) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå

(xn+1
1 − xn

1 , x
n+1
2 − xn

2 )

(
x∗1 − xn+1

1

x∗2 − xn+1
2

)
+ (x̄n

1 − xn
1 , x̄

n
2 − xn

2 )

(
xn+1

1 − x̄n
1

xn+1
2 − x̄n

2

)
+

+(pn+1
1 − pn

1 , p
n+1
2 − pn

2 )

(
p∗1 − pn+1

1

p∗2 − pn+1
2

)
+ (p̄n

1 − pn
1 , p̄

n
2 − pn

2 )

(
pn+1

1 − p̄n
1

pn+1
2 − p̄n

2

)
+

+α(x∗1 − x̄n
1 , x

∗
2 − x̄n

2 )

{(
0 C1

C2 0

)
+

(
B1 0
0 B2

)} (
x̄n

1 − x∗1x̄
n
2 − x∗2

)
+

+α2

∣∣∣∣∣

{(
B1 0
0 B2

)
+

(
0 C1

C2 0

)} (
xn

1 − x̄n
1

xn
2 − x̄n

2

)∣∣∣∣∣
2

+ α2

∣∣∣∣∣

(
A1 0
0 A2

) (
x̄n

1 − xn
1

x̄n
2 − xn

2

)∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö

C =

(
0 C1

C2 0

)
, B =

(
B1 0
0 B2

)
, A =

(
A1 0
0 A2

)

è âåêòîðîâ
v∗ =

(
x∗1
x∗2

)
, v =

(
x1

x2

)
, p∗ =

(
p∗1
p∗2

)
, p =

(
p1

p2

)
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è ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â ôîðìå

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ 〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+ 〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+
+〈(C + B)(v̄n − v∗), v∗ − v̄n〉+ α2|(C + B)(v̄n − vn)|2 + α2|A(v̄n − vn)|2 ≥ 0.

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.9.14) ïpåäñòàâèì ïåðâûå ÷åòûðå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â âèäå
ñóììû êâàäðàòîâ. Ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû Φ + B, èìååì

|vn+1 − v∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + |v̄n − vn|2 + |pn+1 − p∗|2 + |pn+1 − p̄n|2 + |p̄n − pn|2+
+2α2|(C + B)(v̄n − vn)|2 + 2α2|A(v̄n − vn)|2 ≤ |vn − v∗|2 + |pn − p∗|2.

Îòñþäà èìååì

|vn+1 − v∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + (1− 2α2(|C + B|2 + |A|2))|v̄n − vn|2+
+|pn+1 − p∗|2 + |pn+1 − p̄n|2 + |p̄n − pn|2 ≤ |vn − v∗|2 + |pn − p∗|2.

Ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî îò n = 0 äî n = N :

|vN+1 − v∗|2 +
k=N∑

k=0

|vk+1 − v̄k|2 + d
k=N∑

k=0

|v̄k − vk|2 + |pN+1 − p∗|2+

+
k=N∑

k=0

|pk+1 − p̄k|2 +
k=N∑

k=0

|p̄k − pk|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |p0 − p∗|2,

ãäå d = 1−2α2(|C +B|2 + |A|2) > 0 ïî óñëîâèþ òåîðåìû. Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò
îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè

|vN+1 − v∗|2 + |pN+1 − p∗|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |p0 − p∗|2,

à òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

k=0

|vk+1 − v̄k|2 < ∞,
∞∑

k=0

|v̄k − vk|2 < ∞,
∞∑

k=0

|pk+1 − p̄k|2 < ∞,
∞∑

k=0

|p̄k − pk|2 < ∞

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èí |vn+1− v̄n|2 → 0, |v̄n−vn|2 → 0, |pn+1− p̄n|2 → 0,
|p̄n − pn|2 → 0, n →∞.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, pn îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v′, p′ òàêîé, ÷òî
vni → v′, pni → p′ ïðè ni →∞, è ïðè ýòîì |vni+1 − vni|2 → 0, |pni+1 − pni|2 → 0.

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (2.14.12) � (2.14.15) äëÿ âñåõ ni → ∞ è, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó,
ïîëó÷èì

〈C1x
′
2 + c1 + B1x

′
1 + A>

1 p′1, x1 − x′1〉 ≥ 0 ∀x1 ≥ 0,

−〈A1x
′
1 − a1, p1 − p′1〉 ≥ 0 ∀p1 ≥ 0,

〈C2x
′
1 + c2 + B2x

′
2 + A>

2 p′2, x2 − x′2〉 ≥ 0 ∀x2 ≥ 0,

−〈A2x
′
2 − a2, p2 − p′2〉 ≥ 0 ∀p2 ≥ 0.

Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ (2.14.6), òî v′ = v∗ ∈ D∗, p′ = p∗ ≥ 0, ò.å. ëþáàÿ
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn, pn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óñëîâèå ìîíîòîííî-
ñòè óáûâàíèÿ âåëè÷èíû |vn − v∗|+ |pn − p∗| îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëüíîé òî÷êè,
ò.å. ñõîäèìîñòü (xn

1 , x
n
2 , p

n
1 , p

n
2 ) → (x∗1, x

∗
2, p

∗
1, p

∗
2) ïðè n →∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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2.15. Ýêñòðàãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ ñî ñâÿçàííûìè
îãðàíè÷åíèÿìè

Ðàññìîòðèì ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó (2.2.11) ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè [5, 6]

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw, w〉 | 〈v∗, Aiw〉 ≤ βi, w ≥ 0}, i = 1, 2, . . . , m. (2.15.1)

Çàäà÷è ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àäåêâàòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èí-
ñòðóìåíòàðèé äëÿ îïèñàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ ðûíêîâ ñî ìíîãèìè ó÷àñòíèêàìè è ñëîæíûõ ñå-
òåé ñî ìíîãèìè ÷àñòè÷íî ïðîòèâîðå÷èâûìè ôàêòîðàìè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ λ = (λ1, λ2, . . . , λm), 〈v, Aw〉 − β = (〈v, A1w〉 − β1, 〈v, A2w〉 − β2, . . .,
. . . , 〈v,Amw〉 − βm), çàòåì ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà v = v∗ âûïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ
çàäà÷è (2.15.1)

L(v∗, w, λ) = 〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw, w〉+ 〈λ, (〈v∗, Aw〉 − β)〉 ∀w ≥ 0, λ ≥ 0.

Òî÷êó v∗, λ∗ íàçîâåì ñåäëîâîé äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(v∗, w, λ), åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà

L(v∗, v∗, λ) ≤ L(v∗, v∗, λ∗) ≤ L(v∗, w, λ∗) ∀w ≥ 0, λ ≥ 0. (2.15.2)
Ñèñòåìó íåðàâåíñòâ (2.15.2) ïðåäñòàâèì â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw, w〉+ 〈λ∗, (〈v∗, Aw〉 − β)〉 | w ≥ 0},
λ∗ ∈ Argmax{〈λ, (〈v∗, Av∗〉 − β)〉 | λ ≥ 0}. (2.15.3)

Ñëåäóþùèå âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèñòåìû
çàäà÷ îïòèìèçàöèè (2.15.3):

〈
(Φ + B)v∗ + ϕ +

(
m∑

i=1

λ∗i A
i

)
v∗, w − v∗

〉
≥ 0 ∀w ≥ 0,

〈λ∗ − λ, 〈v∗, Av∗〉 − β〉 ≥ 0 ∀λ ≥ 0.

(2.15.4)

Íàïîìíèì, ÷òî Ai, i = 1, 2, . . . , m, � ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûå
ìàòðèöû, ïîýòîìó íåòðóäíî ïðîâåðèòü òîæäåñòâî

〈Aw, w〉 = 〈Av, v〉+ 2〈Av, w − v〉+ 〈A(w − v), w − v〉. (2.15.5)

Èñïîëüçóÿ ýòî òîæäåñòâî, ïðåîáðàçóåì îòäåëüíî òðåòüå ñëàãàåìîå èç ïåðâîãî íåðàâåñòâà
ñèñòåìû (2.15.4):

〈(
m∑

i=1

λ∗i A
i

)
v∗, w − v∗

〉
=

m∑

i=1

λ∗i 〈Aiv∗, w − v∗〉 ≤ 1

2

m∑

i=1

λ∗i 〈Aiw,w〉 − 1

2

m∑

i=1

λ∗i 〈Aiv∗, v∗〉−

− 1

2

m∑

i=1

λ∗i 〈Ai(w − v∗), w − v∗〉 ≤ 1

2
〈λ∗, (〈Aw, w〉 − β)〉 − 1

2
〈λ∗, (〈Av∗, v∗〉 − β)〉.

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîé îöåíêè ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (2.15.4) ïåðåïèøåì â âèäå [5]

〈(Φ + B)v∗ + ϕ,w − v∗〉+ (1/2)〈λ∗, (〈Aw, w〉 − β)〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0. (2.15.6)

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ (2.15.4) ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî ïðåä-
ñòàâëåíà â ôîðìå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

v∗ = π+(v∗ − α((Φ + B)v∗ + ϕ + (
m∑

i=1

λ∗i A
i)v∗),

λ∗ = π+(λ∗ + (α/2)(〈v∗, Av∗〉 − β)),

(2.15.7)
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ãäå π+(. . .) � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà íà ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò Rn
+,

α > 0 � ïàðàìåòð òèïà äëèíû øàãà.
Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé (2.15.7) èñïîëüçóåì ýêñòðàãðàäèåíòíûé

ïîäõîä [6]
λ̄n = π+(λn + (α/2)(〈vn, Avn〉 − β)),

v̄n = π+(vn − α((Φ + B)vn + ϕ +

(
m∑

i=1

λ̄n
i Ai

)
vn),

λn+1 = π+(λn + (α/2)(〈v̄n, Av̄n〉 − β)),

vn+1 = π+(vn − α((Φ + B)v̄n + ϕ +

(
m∑

i=1

λ̄n
i Ai

)
v̄n).

(2.15.8)

Äëèíà øàãà α â ïðîöåññå (2.15.8) îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

0 < ε0 ≤ α < 1/
√

2(L2
2 + (1/2)L2

1), ε0 > 0, (2.15.9)

ãäå êîíñòàíòû L1 è L2 îïðåäåëåíû íèæå.
Ïîëó÷èì îöåíêó îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ v̄n, vn+1 è λ̄n, λn+1 èç (2.15.8). Ïîñêîëüêó âåêòîðíàÿ

êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ 〈v,Av〉 íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà, òî èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé (2.15.8) èìååì

|λ̄n − λn+1| ≤ (α/2)|〈v̄n, Av̄n〉 − 〈vn, Avn〉| ≤ (α/2) L1|v̄n − vn|. (2.15.10)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |λ̄n| ≤ C0 äëÿ âñåõ n → ∞ è max |Ai| ≤ |A|, èìååì
| m∑

i=1
λ̄n

i A
i| ≤ m∑

i=1
λ̄n

i |Ai| ≤ mC0|A| ≤ C|A|. Ïóñòü L2 = |Φ| + |B| + C|A|; òîãäà èç âòîðîãî è
÷åòâåðòîãî óðàâíåíèé ïîëó÷èì

|v̄n − vn+1| ≤ α|(Φ + B +
m∑

n+1

λ̄n
i Ai)(v̄n − vn)| ≤

≤ α(|Φ|+ |B|+ C|A|)|v̄n − vn| ≤ αL2|v̄n − vn|
(2.15.11)

Ïðåäñòàâèì ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Ïåðâîå è òðå-
òüå óðàâíåíèÿ èç (2.15.8) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ çàïèøåì
â âèäå

〈λ̄n − λn − (α/2)(〈vn, Avn〉 − β), λ− λ̄n〉 ≥ 0, (2.15.12)
〈λn+1 − λn − (α/2)(〈v̄n, Av̄n〉 − β), λ− λn+1)〉 ≥ 0 (2.15.13)

äëÿ âñåõ λ ≥ 0. Âòîðîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèì â ôîðìå

〈v̄n − vn + α((Φ + B)vn + ϕ + (
m∑

i=1

λ̄n
i Ai)vn), v − v̄n ≥ 0, (2.15.14)

〈vn+1 − vn + α((Φ + B)v̄n + ϕ + (
m∑

i=1

λ̄n
i Ai)v̄n), v − vn+1〉 ≥ 0 (2.15.15)

äëÿ âñåõ v ≥ 0.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ (2.15.8) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ

ðåøåíèé.
Òåîpåìà 2.15.1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2.15.1) íåïóñòî, ìàòðèöû Φ + B è

Ai, i = 1, 2, . . . , m, ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíû, êðîìå òîãî, Ai, i = 1, 2, . . . , m, � ñèì-
ìåòðè÷íûå ìàòðèöû, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (2.15.8) ñ âûáîðîì
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ïàðàìåòðà α èç óñëîâèÿ (2.15.9), ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ
ðåøåíèé, ò.å. vn → v∗ ∈ D∗ ïðè n →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì w = v∗ â (2.15.15); òîãäà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ α〈(Φ + B)v̄n + ϕ +

(
m∑

i=1

λ̄n
i Ai

)
v̄n, v∗ − vn+1〉 ≥ 0. (2.15.16)

Ïîëîæèì w = vn+1 â (2.15.14):

〈v̄n − vn + α((Φ + B)vn + ϕ +

(
m∑

i=1

λ̄n
i A

i

)
vn), vn+1 − v̄n〉 ≥ 0.

Îòñþäà

〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ α〈(Φ + B)v̄n + ϕ, vn+1 − v̄n〉 − α〈(Φ + B)(v̄n − vn), vn+1 − v̄n〉+

+α

〈(
m∑

i=1

λ̄n
i Ai

)
v̄n, vn+1 − v̄n

〉
− α

〈
m∑

i=1

λ̄n
i A

i(v̄n − vn), vn+1 − v̄n

〉
≥ 0,

èëè, ñ ó÷åòîì (2.15.11),

〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ α〈(Φ + B)v̄n + ϕ, vn+1 − v̄n〉+

+ α〈
(

m∑

i=1

λ̄n
i A

i

)
v̄n, vn+1 − v̄n〉+ α2L2

2|v̄n − vn|2 ≥ 0. (2.15.17)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (2.15.16) è (2.15.17):

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ α〈(Φ + B)v̄n + ϕ, v∗ − v̄n〉+

+α

〈(
m∑

i=1

λ̄n
i A

i

)
v̄n, v∗ − v̄n

〉
+ α2L2

2|v̄n − vn|2 ≥ 0.
(2.15.18)

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.15.5) ïðåîáðàçóåì îòäåëüíî ÷åòâåðòûé ÷ëåí èç (2.15.18), ó÷èòû-
âàÿ òàêæå, êîíå÷íî, ÷òî 〈λ̄n, 〈v∗, Av∗〉 − β〉 ≤ 0:

〈(
m∑

i=1

λ̄n
i A

i

)
v̄n, v∗ − v̄n

〉
=

m∑

i=1

λ̄n
i 〈Aiv̄n, v∗ − v̄n〉 ≤

≤ 1

2
〈λ̄n, (〈Av∗, v∗〉 − β)〉 − 1

2
〈λ̄n, (〈Av̄n, v̄n〉 − β)〉−

− 1

2
〈λ̄n, 〈A(v∗ − v̄n), v∗ − v̄n〉〉 ≤ −1

2
〈λ̄n, (〈Av̄n, v̄n〉 − β)〉.

Òîãäà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ α〈(Φ + B)v̄n + ϕ, v∗ − v̄n〉−
−(α/2)〈λ̄n, (〈Av̄n, v̄n〉 − β)〉+ α2L2

2|v̄n − vn|2 ≥ 0.
(2.15.19)

Ïîëîæèì w = v̄n â (2.15.6); òîãäà

〈(Φ + B)v∗ + ϕ, v̄n − v∗〉+
1

2
〈λ∗, (〈Av̄n, v̄n〉 − β)〉 ≥ 0. (2.15.20)
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Ñëîæèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ α〈(Φ + B)v̄n−
−(Φ + B)v∗, v∗ − v̄n〉 − (α/2)〈λ̄n − λ∗, (〈Av̄n, v̄n〉 − β)〉+ α2L2

2|v̄n − vn|2 ≥ 0.
(2.15.21)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (2.15.12) è (2.15.13). Ïîëîæèì λ = λ∗ â (2.15.13) è λ = λn+1

â (2.15.12):

〈λn+1 − λn, λ∗ − λn+1〉 − (α/2)〈(〈v̄n, Av̄n〉 − β), λ∗ − λn+1〉 ≥ 0,

〈λ̄n − λn − (α/2)(〈vnAvn〉 − β), λn+1 − λ̄n〉 ≥ 0
(2.15.22)

èëè

〈λ̄n − λn, λn+1 − λ̄n〉+
α

2
(〈v̄n, Av̄n〉 − 〈vn, Avn〉), λn+1 − λ̄n〉 − α

2
(〈v̄n, Av̄n〉 − β), λn+1 − λ̄n〉 ≥ 0.

Ñëîæèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà

〈λn+1 − λn, λ∗ − λn+1〉+ 〈λ̄n − λn, λn+1 − λ̄n〉−

−α

2
(〈v̄n, Av̄n〉 − β), λ∗ − λ̄n〉+

α

2
〈(〈v̄n, Av̄n〉 − 〈vn, Avn〉), λn+1 − λ̄n〉 ≥ 0.

Ñ ó÷åòîì (2.15.10), îöåíèì ÷åòâåðòûé ÷ëåí â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå

〈λn+1 − λn, λ∗ − λn+1〉+ 〈λ̄n − λn, λn+1 − λ̄n〉 − (2.15.23)

− α

2
(〈v̄n, Av̄n〉 − β), λ∗ − λ̄n〉+

(
α

2

)2

L2
1|v̄n − vn|2 ≥ 0.

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (2.15.21) è (2.15.23), ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðå-
äåëåííîñòü îïåðàòîðà 〈(Φ + B)v, v〉 ≥ 0 ∀v ≥ 0:

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉〈λn+1 − λn, λ∗ − λn+1〉+
+〈λ̄n − λn, λn+1 − λ̄n〉+ α2(2L2

2 + (1/2)L2
1)|v̄n − vn|2 ≥ 0.

(2.15.24)

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.9.14) ðàçëîæèì ÷åòûðå ïåðâûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ â ñóì-
ìó êâàäðàòîâ

|vn+1 − v∗|2 + |λn+1 − λ∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + |v̄n − vn|2 + |λn+1 − λ̄n|2+
+|λ̄n − λn|2 − α2 (2L2

2 + (1/2)L2
1) |v̄n − vn|2 ≤ |vn − v∗|2 + |λn − λ∗|2.

Îòñþäà

|vn+1 − v∗|2 + |λn+1 − λ∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + (1/2)|λn+1 − λ̄n|2+
+(1/2)|λ̄n − λn|2 + d|v̄n − vn|2 ≤ |vn − v∗|2 + |λn − λ∗|2, (2.15.25)

ãäå d = 1− α2(2L2
2 + (1/2)L2

1) > 0 â ñèëó óñëîâèÿ (2.15.9).
Ïðîñóììèðóåì (2.15.25) îò n = 0 äî n = N :

|vN+1 − v∗|2 + |λN+1 − λ∗|2 +
1

2

k=N∑

k=0

|λk+1 − λ̄k|2 +
1

2

k=N∑

k=0

|λ̄k+1 − λk|2+

+
k=N∑

k=0

|vk+1 − v̄k|2 + d
k=N∑

k=0

|v̄k − vk|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |λ0 − λ∗|2.
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Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè

|vN+1 − v∗|2 + |λN+1 − λ∗|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |λ0 − λ∗|2,

à òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

k=0

|vk+1 − v̄k|2 < ∞,
∞∑

k=0

|v̄k − vk|2 < ∞,
∞∑

k=0

|λk+1 − λ̄k|2 < ∞,
∞∑

k=0

|λ̄k − λk|2 < ∞

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èí

|vn+1 − v̄n|2 → 0, |v̄n − vn|2 → 0,

|λn+1 − λ̄n|2 → 0, |λ̄n − λn|2 → 0 n →∞.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, λn îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v′, λ′ òàêîé, ÷òî
vni → v′, λni → λ′ ïðè ni →∞ è ïðè ýòîì

|vni+1 − vni|2 → 0, |λni+1 − λni|2 → 0.

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (2.15.12) � (2.15.15) äëÿ âñåõ ni → ∞ è, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó,
ïîëó÷èì

〈(Φ + B)v′ + ϕ +

(
m∑

i=1

λ′iA
i

)
v′, w − v′〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0,

〈λ′ − λ, (〈v′, Av′〉 − β〉 ≥ 0 ∀λ ≥ 0.

Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ (2.15.4), òî v′ = v∗ ∈ D∗, λ′ = λ∗ ≥ 0, ò.å. ëþáàÿ
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn, λn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óñëîâèå ìîíîòîííî-
ñòè óáûâàíèÿ âåëè÷èíû |vn − v∗|+ |λn − λ∗| îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëüíîé òî÷êè,
ò.å. ñõîäèìîñòü vn → v∗, λn → λ∗ ïðè n →∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.

2.16. Èãðîâûå ýêñòðàãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ çàäà÷ ñî ñâÿçàííûìè
îãðàíè÷åíèÿìè

Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ èãðó äâóõ ëèö ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ðåøåíèå ýòîé èãðû
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïîäâèæíóþ òî÷êó ñèñòåìû äâóõ ýêñòðåìàëüíûõ âêëþ÷åíèé

x∗1 ∈ Argmin{〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉 | 〈x1, Ax∗2〉 ≤ (β/2), x1 ≥ 0},

x∗2 ∈ Argmin{〈C2x
∗
1 + c2, x2〉+ (1/2)〈B2x2, x2〉 | 〈A>x∗1, x2〉 ≤ (β/2), x2 ≥ 0}. (2.16.1)

Êàæäîìó èç ó÷àñòíèêîâ ýòîé èãðû ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ïåðåìåííûì ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ïðè ýòîì
ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî ïåðåìåííûìè äëÿ êàæäîãî èç ñîïåðíèêîâ. Îáå çàäà÷è
ýòîé ñèñòåìû ôàêòè÷åñêè èìåþò îäíî è òî æå îãðàíè÷åíèå, íî îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ ïåðå-
ìåííûõ: ïåðâàÿ çàäà÷à � îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x1, âòîðàÿ � îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé
x2. Â ýòîé èãðîâîé ñèòóàöèè îáà èãðîêà æåñòêî ñâÿçàíû êàê ïî ôóíêöèîíàëó, òàê è ïî îãðà-
íè÷åíèÿì. Óðîâåíü ñàìîñòîÿòåëüíîñòè ó íèõ íåâûñîêèé, ïîýòîìó èãðîâîé çàäà÷å (2.16.1)
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó âèäà

x∗1, x
∗
2 ∈ Argmin

{
〈x1, C1x

∗
2 + c1〉+ 〈C2x

∗
1 + c2, x2〉+

1

2
〈B1x1, x1〉+

1

2
〈B2x2, x2〉 | (2.16.2)

| 〈x1, A1x
∗
2〉+ 〈x2, A

>
1 x∗1〉 ≤ β, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
.
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Èç ðàññóæäåíèé (2.7.11) � (2.7.13) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå (2.16.2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èãðû
(2.16.1).

Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ðàíåå îáîçíà÷åíèÿ

Φ =

(
0 C1

C2 0

)
, B =

(
B1 0
0 B2

)
, A =

(
A1 0
0 A2

)
,

v∗ =

(
x∗1
x∗2

)
, v =

(
x1

x2

)
, p∗ =

(
p∗1
p∗2

)
, p =

(
p1

p2

)
,

ïðåäñòàâèì (2.16.2) â ôîðìå

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉+
1

2
〈Bw,w〉 | 〈v∗, Aw〉 ≤ β, w ≥ 0}. (2.16.3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ñîâïàäàåò ñ (2.15.1) ïðè m = 1. Äëÿ ðåøåíèÿ ðàâíîâåñ-
íîé çàäà÷è (2.16.3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä (2.15.8), (2.15.9):

λ̄n = π+(λn + α
2
(〈vn, Avn〉 − β)),

v̄n = π+(vn − α((Φ + B)vn + ϕ + λ̄nA)vn),

λn+1 = π+(λn + α
2
(〈v̄n, Av̄n〉 − β)),

vn+1 = π+(vn − α((Φ + B)v̄n + ϕ + λ̄nA)v̄n).

(2.16.4)

Äëèíà øàãà α íà êàæäîé èòåðàöèè âûáèðàåòñÿ èç íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî èíòåðâàëà

0 < ε0 ≤ α < α0, ε0 > 0. (2.16.5)

Ñõîäèìîñòü ýòîãî ïðîöåññà ê èãðîâîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (2.16.1) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.15.1.
Ïóñòü ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à (2.2.1) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííîé è v∗ � åå

ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå; òîãäà ïàðà v∗, v∗ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè ñäâèãà Ψ(v, w) =
= 〈Φv, w〉 + 〈ϕ, w〉 − 〈Φv, v〉 + 〈ϕ, v〉. ×òîáû âû÷èñëèòü ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå çàäà÷è, ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, ðàçâèòûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê. Íåêîòîðûå èç íèõ, òî÷íåå,
îñíîâàííûå íà ýêñòðàãðàäèåíòíîì ïîäõîäå, áûëè ðàññìîòðåíû â ýòîé ãëàâå. Îòìåòèì, ÷òî
ýòà ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì àíàëîãîì çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèè Ëàãðàíæà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñåäëîâîé çàäà÷è (òåîðåìà Êóíà�Òàêêåðà).

3. Îïòèìèçàöèîííûé ïîäõîä ê âû÷èñëåíèþ ðàâíîâåñèé

3.1. Ìåòîä ìíîæèòåëåé
Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ïîäõîäà ê ðàç-
ëè÷íîãî ñîðòà ðàâíîâåñíûì è èãðîâûì áèëèíåéíûì çàäà÷àì. Äëÿ âûïóêëûõ ðàâíîâåñíûõ
çàäà÷ ýòîò ïîäõîä îáîñíîâàí â [7, 10, 42]. Â îñíîâå ñõîäèìîñòè ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà
ëåæàò ñåäëîâûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ñäâèãà Ψ(v, w) (2.3.6). Ïîñêîëüêó ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè
ñäâèãà âñåãäà ïðèíàäëåæèò äèàãîíàëè êâàäðàòà D ×D, òî åå êîìïîíåíòû ðàâíû, ïîýòîìó â
ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ èòåðàòèâíûìè ôîðìóëàìè ïåðåñ÷åòà òîëüêî
îäíîé âåêòîðíîé ïåðåìåííîé, íàïðèìåð w ∈ D, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ôóíêöèÿ Ψ(v, w) ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ âûïóêëîé. Ïî äðóãîé ïåðåìåííîé, ò.å. ïî v ∈ D, âîãíóòîñòü Ψ(v, w) (â íåëèíåéíîì
ñëó÷àå) íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, òàê êàê ôîðìóëû ïåðåñ÷åòà ïî ýòîé ïåðåìåííîé îòñóòñòâóþò.

Â ïîñëåäóþùåé ÷àñòè ýòîé ðàáîòû ìû ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ãðàäèåíòíîãî ïîäõîäà ê
çàäà÷àì ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè ìèíèìóìîâ (2.4.1), ê êîòîðûì, êàê ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé
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ïàðàãðàôà 2.5, ìîãóò áûòü ñâåäåíû ðàâíîâåñíûå çàäà÷è. ×òîáû óëó÷øèòü äèôôåðåíöèàëü-
íûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ìèíèìóìîâ, ìû èñïîëüçóåì èäåþ ìîäèôèêàöèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà.
Â îòëè÷èå îò îïòèìèçàöèè â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè ðå÷ü ïîéäåò î ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè,
êîòîðàÿ ïîðîæäåíà ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé ðàâíîâåñíîé çàäà÷è ïî ïðÿìûì ïåðåìåííûì
ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëà-
ãðàíæà. Ãðàäèåíòíàÿ ïðîöåäóðà ìàêñèìèçàöèè ýòîé ôóíêöèè ïðèâîäèò ê ìåòîäó, êîòîðûé
ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷àìè îïòèìèçàöèè ìîæíî íàçâàòü ìåòîäîì ìíîæèòåëåé.

Èòàê, ðàññìîòðèì ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó

〈Φv∗ + ϕ, v∗〉+ (1/2)〈Bv∗, v∗〉 ≤ 〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw,w〉 ∀w ∈ D, (3.1.1)

ãäå D = {w | Aw ≤ a, w ≥ 0}. Ââåäåì ôóíêöèþ ñäâèãà Ψ(v, w)

Ψ(v, w) = 〈Φv + ϕ,w〉+
1

2
〈Bw, w〉 − 〈Φv + ϕ, v〉 − 1

2
〈Bv, v〉 ∀v, w ∈ D.

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ψ(v, w) ñôîðìèðóåì ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

M(v, w, p) = Ψ(v, w) + (1/2α)|π+(p + α(Aw − a))|2 − (1/2α)|p|2 ∀v ≥ 0, w ≥ 0, p ≥ 0.

Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, ò.å. ïðè v = v∗, òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè v∗, p∗ (ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(v∗, w, p) = Ψ(v, w)+
+〈p,Aw − a〉, ∀v ≥ 0, w ≥ 0, p ≥ 0; òåì áîëåå, ýòà òî÷êà áóäåò ñåäëîâîé è äëÿ ìîäèôèöèðî-
âàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà M(v∗, w, p), ò.å.

M(v∗, v∗, p) ≤M(v∗, v∗, p∗) ≤M(v∗, w, p∗) ∀w ≥ 0, ∀p ≥ 0. (3.1.2)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ M(v, w, p) äèôôåðåíöèðóåìà ïî ñâîèì ïåðåìåííûì (ïî êðàéíåé
ìåðå, îäèí ðàç), âûïèøåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ñèñòåìû çàäà÷ îïòè-
ìèçàöèè (3.1.2):

〈∇wΨ(v∗, v∗) + A>π+(p∗ + α(Av∗ − a)), w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0,

〈π+(p∗ + (Av∗ − a))− p∗, p− p∗〉 ≥ 0 ∀p ∈ Rn
+. (3.1.3)

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð p∗ ≥ 0 â ýòîì íåðàâåíñòâå íå ðàâåí íóëþ (p∗ 6= 0); â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå ôóíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íåàêòèâíû. Ïîýòîìó âòîðîå íåðàâåíñòâî èç (3.1.3) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

π+(p∗ + (Av∗ − a))− p∗ = 0. (3.1.4)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû âåêòîð π+(p∗+(Av∗−a))−p∗ èìåë õîòÿ áû îäíó îòðèöàòåëüíóþ èëè
ïîëîæèòåëüíóþ êîìïîíåíòó, òî, âûáèðàÿ â íåðàâåíñòâå (3.1.3) çíà÷åíèå pi ñ íîìåðîì ýòîé
êîìïîíåíòû ñíà÷àëà áîëüøå, à çàòåì ìåíüøå p∗i , ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ óòâåðæäåíèåì
ýòîãî íåðàâåíñòâà.

×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ìåòîä, êîòîðûé ìû áóäåì èçó÷àòü â ýòîì ðàçäåëå, ïðèäàäèì ïî-
ñëåäíèì íåðàâåíñòâàì äðóãóþ ôîðìó, à èìåííî: ïðàâîå íåðàâåíñòâî (3.1.2) îñòàâèì áåç èç-
ìåíåíèÿ, à ëåâîå çàïèøåì â ôîðìå (3.1.4)

v∗ ∈ Argmin {Ψ(v∗, w) + (1/2α)|π+(p∗ + α(Aw − a))|2 −−(1/2α)|p∗|2 | ∀w ≥ 0} ,

π+(p∗ + α(Av∗ − a))− p∗ = 0.
(3.1.5)

Âñå óòâåðæäåíèÿ (3.1.2) � (3.1.5) ýêâèâàëåíòíû.
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Ñèñòåìà (3.1.5) äàåò íàì î÷åâèäíóþ âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü ïðîöåññ, êîòîðûé ïî
àíàëîãèè ñ îïòèìèçàöèåé ìû áóäåì íàçûâàòü ìåòîäîì ìíîæèòåëåé

pn+1 = π+(pn + α(Avn+1 − a)), vn+1 ∈ Argmin{M(vn+1, w, pn) | w ≥ 0}. (3.1.6)

Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ïðîöåññà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ôóíêöèÿ

M(v, w, p) = Ψ(v, w) + (1/2α)|π+(p + α(Aw − a))|2 − (1/2α)|p|2

âûïóêëà ïî w ïðè ëþáûõ v è p è ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê âñïîìîãàòåëüíîé ðàâíîâåñ-
íîé çàäà÷è íåïóñòî ïðè ëþáîì p ∈ Rn

+. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûå
ìåòîäû, ðàçâèòûå â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ðàáîòû, à òàêæå â [10, 34].

Ñìûñë ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà (3.1.5) ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ ïðîöåññà (3.1.6) ïðè n → ∞. Êàæäóþ èòåðàöèþ ïðîöåññà (3.1.6)
çàïèøåì â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈pn+1 − pn − α(Avn+1 − a), p− pn+1〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0, (3.1.7)

〈∇wΨ(vn+1, vn+1) + A>π+(pn + α(Avn+1 − a)), w − vn+1〉 ≥ 0 (3.1.8)
äëÿ âñåõ w ≥ 0. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ (3.1.6) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî pn ê p∗.

Òåîpåìà 3.1.1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (3.1.1) íåïóñòî, ìàòðèöà Φ+B ïîëî-
æèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, âñïîìîãàòåëüíàÿ ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à íà êàæäîé èòåðàöèè ðàç-
ðåøèìà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn îãðàíè÷åíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn, ïîðîæäåííàÿ ìå-
òîäîì (3.1.6), ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ïî ïåðåìåííîé p ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ
ðåøåíèé, ò.å. pn → p∗ ∈ Rn

+ ïðè n →∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì w = v∗ â (3.1.8)

〈Φvn+1 + ϕ + Bvn+1 + A>π+(pn + α(Avn+1 − a)), v∗ − vn+1〉 ≥ 0,

è w = vn+1 â íåðàâåíñòâå (3.1.3); òîãäà

〈Φv∗ + ϕ + Bv∗ + A>π+(p∗ + α(Av∗ − a)), vn+1 − v∗〉 ≥ 0.

Ñëîæèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà

〈(Φ + B)(vn+1 − v∗) + A>pn+1 − A>p∗, v∗ − vn+1〉 ≥ 0.

Îòñþäà

〈(Φ + B)(vn+1 − v∗), v∗ − vn+1〉+ 〈pn+1 − p∗, Av∗ − a + a− Avn+1〉 ≥ 0.

Ñ ó÷åòîì 〈pn+1 − p∗, Av∗ − a〉 ≥ 0 è ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Φ + B ≥ 0
èìååì

〈pn+1 − p∗, a− Avn+1〉 ≥ 0. (3.1.9)
Èç (3.1.7) ïðè p = p∗ èìååì

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 − α〈Avn+1 − a, p∗ − pn+1〉 ≥ 0.

Ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñ (3.1.9), èìååì

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 ≥ 0.
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Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.9.14) ðàçëîæèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

|pn+1 − p∗|2 + |pn+1 − pn|2 ≤ |pn − p∗|2. (3.1.10)

Ïðîñóììèðóåì (3.1.10) îò n = 0 äî n = N :

|pN+1 − p∗|2 +
k=N∑

k=0

|pk+1 − pk|2 ≤ |p0 − p∗|2.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè |pN+1 − p∗|2 ≤ |p0 − p∗|2, à
òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=0

|pk+1 − pk|2 < ∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èíû
|pn+1 − pn|2 → 0, n →∞.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü pn îãðàíè÷åíà ïî äîêàçàííîìó, à vn îãðàíè÷åíà ïî óñëîâèÿì
òåîðåìû, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò p′, v′ òàêîé, ÷òî pni → p′, vni → v′ ïðè ni → ∞ è ïðè ýòîì
|pni+1 − pni|2 → 0.

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ (3.1.6) äëÿ âñåõ ni →∞ è, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

v′ ∈ Argmin {Ψ(v′, w) + (1/2α)|π+(p′ + α(Av′ − a))|2 − (1/2α)|p′|2 | ∀w ≥ 0} ,

π+(p′ + α(Av′ − a)) = p′.

Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû (3.1.2), òî p′ = p∗ ∈ Rn
+, ò.å. ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè pn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè óáûâàíèÿ
âåëè÷èíû |pn − p∗| îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëüíîé òî÷êè, ò.å. ñõîäèìîñòü pn → p∗

ïðè n →∞. Â îòëè÷èå îò pn ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn ìîæåò èìåòü ìíîãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê è
âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èñõîäíîé çàäà÷è. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìåòîäà ìíîæèòåëåé
Â ìåòîäå ìíîæèòåëåé êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò îïåðàòîð π+(p+α(Av(p)−a))−p, îïðåäåëåííûé
äëÿ âñåõ p ∈ Rn

+, ãäå

v(p) ∈ V (p) = {v(p) | v(p) ∈ Argmin{M(v(p), w, p) | w ≥ 0}}. (3.2.1)

Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîé îáðàç òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ V (p), êàê áûëî óñòàíîâ-
ëåíî ðàíåå, � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (óòâåðæäåíèå 2.4.4).

Â ïðîñòðàíñòâå òðåõ ïåðåìåííûõ v, w, p ïðîâåäåì �ïëîñêîñòü�, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç îñü ïå-
ðåìåííîé p, è �ïðÿìóþ� v = w. Â ýòîé �ïëîñêîñòè� ëåæèò ãðàô (V (p), p) îòîáðàæåíèÿ V (p).
Íà ýòîì ãðàôå ðàññìîòðèì ñóæåíèå îïåðàòîðà ∇pM(v, w, p) = π+(p + α(Av − a)) − p, êîòî-
ðîå ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ M(v, w, p) ïî p. Óáåäèìñÿ, ÷òî
ìíîæåñòâî V (p) âëîæåíî â ìíîæåñòâî íóëåé óðàâíåíèÿ π+(p+α(Av−a))−p = 0 îòíîñèòåëü-
íî ïåðåìåííîé v äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî p. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v′ è v′′ � äâå òî÷êè,
âçÿòûå èç V (p). Òîãäà â ñèëó (3.2.1) èìååì

〈∇wΨ(v′, v′) + A>π+(p + α(Av′ − a)), w − v′〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0,

〈∇wΨ(v′′, v′′) + A>π+(p + α(Av′′ − a)), w − v′′〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0.

Ïîëàãàÿ w = v′′ â ïåðâîì íåðàâåíñòâå è w = v′ � âî âòîðîì, ïîëó÷èì

〈∇wΨ(v′, v′)−∇wΨ(v′′, v′′), v′′ − v′〉+ 〈π+(p + α(Av′ − a))−
−π+(p + α(Av′′ − a)), Av′′ − a− Av′ + a〉 ≥ 0.
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Èñïîëüçóÿ ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà ∇wΨ(v, v), ò.å. ôàêòè÷åñêè ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðåäå-
ëåííîñòü ìàòðèöû (Φ + B) ≥ 0, èìååì

〈π+(p + α(Av′ − a))− π+(p + α(Av′′ − a)), (p + α(Av′′ − a))− (p + α(Av′ − a))〉 ≥ 0.

Äàëåå, ïðèìåíÿÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìîå íåðàâåíñòâî Í.Â. Òðåòüÿêîâà

〈π+(a)− π+(b), a− b〉 ≥ |π+(a)− π+(b)|2 ∀a, b ∈ Rn, (3.2.2)

êîòîðîå âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòå [43], ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

0 ≥ 〈π+(p + α(Av′ − a))− π+(p + α(Av′′ − a)), (p + α(Av′ − a))− (p + α(Av′′ − a))〉 ≥
≥ |π+(p + α(Av′ − a))− π+(p + α(Av′′ − a))|2.

Îòñþäà ñëåäóåò
π+(p + α(Av′ − a)) = π+(p + α(Av′′ − a)). (3.2.3)

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå
Óòâåpæäåíèå 3.2.1. Îïåðàòîð π+(p+α(Av(p)−a))−p îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí äëÿ ëþáîãî

p ∈ Rn
+.

Ðàññìîòðèì ñóæåíèå ôóíêöèè M(v, w, p) íà ãðàôå (V (p), p), êîòîðûé ëåæèò â �ïëîñêî-
ñòè�, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü ïåðåìåííîé p è �ïðÿìóþ� v = w, ò.å. M(v, w, p) = (Ψ(v, w)+
+(1/2α)|π+(p+α(Av−a))|2−(1/2α)|p|2)|v=w,v(p)∈V (p) = (1/2α)|π+(p+α(Av(p)−a))|2−(1/2α)|p|2.
Îáîçíà÷èì ââåäåííóþ ôóíêöèþ ÷åðåç m(p) = (1/2α)|π+(p+α(Av(p)−a))|2−(1/2α)|p|2. Ñòðóê-
òóðà ôóíêöèè m(p) è ðàâåíñòâî (3.2.3) ïîçâîëÿþò íàì ñäåëàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåpæäåíèå 3.2.2. Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ m(p) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà íà Rn
+.

Èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî åñëè m(p) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî, ïî-âèäèìîìó,
åå ãðàäèåíò ∇m(p) ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì π+(p + α(Av(p) − a)) − p. Íå îñòàíàâëèâàÿñü
äåòàëüíî íà ýòîì ôàêòå, óñòàíîâèì îñíîâíîå ñâîéñòâî ýòîãî îïåðàòîðà. Ïîêàæåì, ÷òî îïå-
ðàòîð π+(p + α(Av(p) − a)) − p ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì è, áîëåå òîãî, îáðàòíî ñèëüíî ìîíî-
òîííûì [44, 21].

Âîçüìåì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè p′ ∈ Rn
+ è p′′ ∈ Rn

+; ïóñòü èì ñîîòâåòñòâóþò äâå ðàâíî-
âåñíûå òî÷êè v′ ∈ V (p′) è v′′ ∈ V (p′′)

〈∇wΨ(v′, v′) + A>π+(p′ + α(Av′ − a)), w − v′〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0,

〈∇wΨ(v′′, v′′) + A>π+(p′′ + α(Av′′ − a)), w − v′′〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0.

Ïîëàãàÿ w = v′′ â ïåðâîì íåðàâåíñòâå è w = v′ âî âòîðîì, ñëîæèì îáà íåðàâåíñòâà, ó÷èòûâàÿ
ïðè ýòîì ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû Φ + B ≥ 0:

〈π+(p′ + α(Av′ − a))− π+(p′′ + α(Av′′ − a)),

(p′′ + α(Av′′ − a))− p′′ − (p′ + α(Av′ − a)) + p′〉 ≥ 0.

Îòñþäà

〈π+(p′ + α(Av′ − a))− π+(p′′ + α(Av′′ − a)), (p′ + α(Av′ − a))− (p′′ + α(Av′′ − a))〉−
−〈π+(p′ + α(Av′ − a))− π+(p′′ + α(Av′′ − a)), p′ − p′′〉 ≤ 0.

Èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî (3.2.2); òîãäà

|π+(p′ + α(Av′ − a))− π+(p′′ + α(Av′′ − a))|2−
−〈π+(p′ + α(Av′ − a))− π+(p′′ + α(Av′′ − a)), p′ − p′′〉 ≤ 0.
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Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò

|π+(p′ + α(Av′ − a))− π+(p′′ + α(Av′′ − a))− (p′ − p′′)|2 + 〈π+(p′ + α(Av′ − a))−
−π+(p′′ + α(Av′′ − a)), p′ − p′′〉 − |p′ − p′′|2 ≤ 0.

Îòñþäà

〈(π+(p′ + α(Av′ − a))− p′)− (π+(p′′ + α(Av′′ − a))− p′′), p′ − p′′〉 ≤
≤ −|(π+(p′ + α(Av′ − a))− p′)− (π+(p′′ + α(Av′′ − a))− p′′)|2. (3.2.4)

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåpæäåíèå 3.2.3. Îïåðàòîð π+(p + α(Av(p) − a)) − p, ãäå v(p) ∈ V (p), ÿâëÿåòñÿ

îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûì íà Rn
+.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ∇m(p) = π+(p + α(Av − a)) − p; òîãäà (3.2.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
ôîðìå

〈∇m(p′)−∇m(p′′), p′ − p′′〉 ≤ −|∇m(p′)−∇m(p′′)|2. (3.2.5)
Ñîïîñòàâëÿÿ (3.2.5) è (3.2.2), ìîæíî âèäåòü, ÷òî îïåðàòîð ∇m(p) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíî ñèëüíî
ìîíîòîííî óáûâàþùèì, â òî âðåìÿ êàê îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ π+(a) � îáðàòíî ñèëüíî
ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèì.

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì îáðàòíîé ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè (3.2.4), òî ñõîäèìîñòü
ìåòîäà ìíîæèòåëåé (3.1.6) ìîæåò áûòü îáîñíîâàíà ñîâñåì ïðîñòî. Äåéñòâèòåëüíî, èç (3.1.4)
è (3.1.6) èìååì

|pn+1 − p∗|2 = |π+(pn − α(Axn+1 − a))− π+(p∗ − α(Ax∗ − a))|2 =

= |π+(pn − α(Axn+1 − a))− pn − π+(p∗ − α(Ax∗ − a)) + p∗ − (p∗ − pn)|2 =

= |π+(pn − α(Axn+1 − a))− pn − π+(p∗ − α(Ax∗ − a)) +

+ p∗|2 + 2〈(π+(pn − α(Axn+1 − a))− pn)−
− (π+(p∗ − α(Ax∗ − a))− p∗), pn − p∗〉+ |pn − p∗|2.

Ó÷èòûâàÿ (3.2.4), ïîëó÷èì

|pn+1 − p∗|2 + |π+(pn − α(Axn+1 − a))− (π+(p∗ − α(Ax∗ − a))|2 ≤ |pn − p∗|2.

Ñóììèðîâàíèå ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ïî n äàåò

|pN+1 − p∗|2 +
k=N∑

k=0

|pk+1 − p∗|2 ≤ |p0 − p∗|2.

Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑

k=0
|pk+1−p∗|2 < ∞ ñëåäóåò ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èíû |pn+1−p∗|2 → 0,

n →∞, ò.å. ñõîäèìîñòü ïðîöåññà.
Óòâåpæäåíèå 3.2.4. Óñëîâèå îáðàòíîé ñèëüíîé ìîíîòîííîñòè (3.2.4) ãàðàíòèðóåò

ñõîäèìîñòü (3.1.6).
Ìåòîä (3.1.6) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî

óðàâíåíèÿ (3.1.4), êàê ìåòîä ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (3.1.7) èëè êàê ãðàäèåíò-
íûé ìåòîä ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè m(p).
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3.3. Ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé ìåòîä
Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, ëåæàùàÿ â îñíîâå ìåòîäà (3.1.6), ïîääåðæèâàåò
ñõîäèìîñòü ýòîãî ìåòîäà. Îäíàêî ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïî äâîéñòâåííûì ïåðå-
ìåííûì è ïîýòîìó òåðÿåò ñâîéñòâà äåêîìïîçèöèè, åñëè ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàëà èñõîäíàÿ
çàäà÷à, íàïðèìåð, èìåëà áëî÷íî-ñåïàðàáåëüíóþ ñòðóêòóðó. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî îñîáåííî ïëî-
õî îòðàæàåòñÿ íà èãðîâûõ çàäà÷àõ, ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå âñåãäà èìåþò äåêîìïîçèöèîííóþ
ñòðóêòóðó è áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü.

Èòàê, ðàññìîòðèì íàøó áàçîâóþ ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó

〈Φv∗ + ϕ, v∗〉+
1

2
〈Bv∗, v∗〉 ≤ 〈Φv∗ + ϕ,w〉+

1

2
〈Bw, w〉 (3.3.1)

äëÿ âñåõ w ∈ D, ãäå D = {w | Aw ≤ a, w ≥ 0}. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè
ïðè v = v∗ òî÷êà w = v∗, p = p∗ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(v∗, w, p) =
= Ψ(v∗, w) + 〈p,Aw − a〉 ∀w ≥ 0, p ≥ 0, ãäå Ψ(v∗, w) = 〈Φ∗v + ϕ,w〉 + (1/2)〈Bw, w〉 − 〈Φv∗+
+ϕ, v∗〉 − (1/2)〈Bv∗, v∗〉 ∀w ∈ D. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

L(v∗, v∗, p) ≤ L(v∗, v∗, p∗) ≤ L(v∗, w, p∗) ∀w ≥ 0, ∀p ≥ 0. (3.3.2)

Â ýòèõ óñëîâèÿõ ðàññìîòðèì àíàëîã ïðîöåññà (3.1.6), â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò îáû÷íàÿ
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà:

p̄n = π+(pn + α(Avn − a)),

vn+1 ∈ Argmin{L(vn+1, w, p̄n) | w ≥ 0},
pn+1 = π+(pn + α(Avn+1 − a)).

Â ýòîì ìåòîäå îïåðàòîð π+(p + α(Av(p) − a)) − p óæå íå áóäåò íè îäíîçíà÷íûì, íè îá-
ðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûì, ïîýòîìó äâóõ ïîëóøàãîâ ïî ïåðåìåííîé p ÿâíî íåäîñòàòî÷íî,
÷òîáû ñòàáèëèçèðîâàòü ïðîöåññ. ×òîáû ïðèäàòü ìåòîäó ðåãóëÿðíûé õàðàêòåð è îáåñïå÷èòü
åãî óñòîé÷èâîñòü, ðåãóëÿðèçèðóåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ïî ïåðåìåííîé w:

p̄n = π+(pn + α(Avn − a)),

vn+1 ∈ Argmin{(1/2)|w − vn|2 + L(vn+1, w, p̄n) | w ≥ 0},
pn+1 = π+(pn + α(Avn+1 − a)),

(3.3.3)

ãäå L(v, w, p) = Ψ(v, w) + 〈p,Aw − a〉 ∀v ≥ 0, w ≥ 0, p ≥ 0 è Ψ(v, w) = 〈Φv + ϕ,w〉 +
(1/2)〈Bw, w〉 − 〈Φv + ϕ, v〉 − (1/2)〈Bv, v〉 ∀v, w ∈ D. Äëÿ ñåäëîâûõ çàäà÷ èäåÿ ýêñòðàïðîêñè-
ìàëüíîãî ìåòîäà áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà â [35], à äëÿ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ � â [45]. Èäåÿ
ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà äëÿ ñåäëîâûõ çàäà÷ âïåðâûå ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [31, 32].

Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ (3.3.3) â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈p̄n − pn − α(Avn − a), p− p̄n〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0, (3.3.4)
〈pn+1 − pn − α(Avn+1 − a), p− pn+1〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0, (3.3.5)
〈vn+1 − vn + α((Φ + B)vn+1 + ϕ + A>p̄n), w − vn+1〉 ≥ 0 (3.3.6)

äëÿ âñåõ w ∈ D. Âûïèøåì îöåíêó îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ pn+1 è p̄n çà îäèí øàã ìåòîäà

|pn+1 − p̄n| ≤ α|A(vn − vn+1)| ≤ α|A||vn+1 − vn|. (3.3.7)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ (3.3.3) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ
ðåøåíèé.
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Òåîpåìà 3.3.1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (3.3.1) íåïóñòî, ìàòðèöà Φ + B ïî-
ëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, pn, ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (3.3.3)
ñ âûáîðîì øàãà αn èç óñëîâèÿ 0 < α < (

√
2|A|)−1, ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó

èç ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé, ò.å. vn, pn → v∗, p∗ ïðè n →∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì w = v∗ â (3.3.6)

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ α〈(Φ + B)vn+1 + ϕ + A>p̄n, v∗ − vn+1〉 ≥ 0

è w = vn+1 â ïðàâîì íåðàâåíñòâå ñèñòåìû (3.3.2); òîãäà

〈(Φ + B)v∗ + ϕ + A>p∗, vn+1 − v∗〉 ≥ 0.

Ñëîæèì îáà íåðàâåíñòâà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉 + α〈(Φ + B)(vn+1 − v∗), v∗ − vn+1〉+

+ 〈p̄n − p∗, (Av∗ − a)− (Avn+1 − a)〉 ≥ 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 〈p̄n, Av∗ − a〉 ≤ 0, ïðåäñòàâèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âèäå

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉 + α〈(Φ + B)(vn+1 − v∗), v∗ − vn+1〉 −
− 〈p̄n − p∗, Avn+1 − a〉 ≥ 0. (3.3.8)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (3.3.4) è (3.3.5). Ïîëîæèì p = p∗ â (3.3.5) è p = pn+1 â (3.3.4):

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 − α〈Avn+1 − a, p∗ − pn+1〉 ≥ 0,

〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉 + α〈A(vn+1 − vn), pn+1 − p̄n〉 − α〈Avn+1 − a, pn+1 − p̄n〉 ≥ 0.
(3.3.9)

Èñïîëüçóÿ (3.3.7), îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì íåðàâåíñòâå

〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+ α2|A|2|vn+1 − vn|2 − α〈Avn+1 − a, pn+1 − p̄n〉 ≥ 0. (3.3.10)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (3.3.9) è (3.3.10):

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+ 〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+
+α2|A|2|vn+1 − vn|2 − α〈Avn+1 − a, p∗ − p̄n〉 ≥ 0.

(3.3.11)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (3.3.8) è (3.3.11), ïðè ýòîì ó÷òåì ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðåäåëåí-
íîñòü îïåðàòîðà 〈(Φ + B)v, v〉 ≥ 0 ∀v ∈ Rn:

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+
+〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+ α2|A|2|vn+1 − vn|2 ≥ 0.

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.9.14) òðè ïåðâûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå ñóì-
ìû êâàäðàòîâ

|vn+1 − v∗|2 + |pn+1 − p∗|2 + d|vn+1 − vn|2 + |pn+1 − p̄n|2+
+ |p̄n − pn|2 ≤ |vn − v∗|2 + |pn − p∗|2,

ãäå d = 1 − 2α2|A|2 > 0 ïî óñëîâèÿì òåîðåìû. Ïðîñóììèðóåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî îò
n = 0 äî n = N :

|vN+1 − v∗|2 + |pN+1 − p∗|2 + d
k=N∑

k=0

|vk+1 − vk|2+

+
k=N∑

k=0

|pk+1 − p̄k|2 +
k=N∑

k=0

|p̄k − vk|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |p0 − p∗|2.
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Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè, ñõîäèìîñòü ðÿäîâ è
ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èí |vn+1 − vn|2 → 0, |pn+1 − pn|2 → 0, n → ∞. Ýòîãî äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 3.1.1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðîöåññ (3.3.3) çäåñü ðàññìîòðåí ñ ôèêñèðîâàííûì âûáîðîì øàãà α òîëüêî èç ñîîáðàæå-
íèé ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ. Êîíå÷íî, åãî ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ìåòîä ñ âûáîðîì øàãà
èç óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî íåðàâåíñòâà.

Â èçëîæåííîì ïîäõîäå íà êàæäîì øàãå ïðîöåññà ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ðàâíîâåñíóþ âñïî-
ìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì äåëîì. Ïîýòîìó æåëàíèå
çàìåíèòü ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó íà ïàðó çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì è
íîðìàëüíûì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [45]:

p̄n = π+(pn + αn(Avn − a)),

v̄n = π+(vn − αn((Φ + B)vn + ϕ + A>p̄n)),

pn+1 = π+(pn + αn(Av̄n − a)),

vn+1 = π+(vn − αn((Φ + B)v̄n + ϕ + A>p̄n)).

Ñõîäèìîñòü ýòîãî ìåòîäà îñíîâàíà òàêæå íà ñåäëîâûõ ñâîéñòâàõ ôóíêöèè Ψ(v, w).

3.4. Ìåòîä ìíîæèòåëåé è ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé ìåòîä äëÿ èãðîâûõ çàäà÷
Â ïàðàãðàôå 2.8 ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à (2.7.1) èìååò ñïåöèàëüíóþ ñòðóê-
òóðó, òî îíà ïðèâîäèòñÿ ê èãðå äâóõ ëèö ñ íåíóëåâîé ñóììîé âèäà

x∗1 ∈ Argmin{〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉 | A1x1 ≤ a1, x1 ≥ 0},

x∗2 ∈ Argmin{〈C2x
∗
1 + c2, x2〉+ (1/2)〈B2x2, x2〉 | A2x2 ≤ a2, x2 ≥ 0}. (3.4.1)

Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, ò.å. ïðè v = v∗ = (x∗1, x
∗
2), ââåäåì ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ êàæäîé

èç çàäà÷
L1(x1, x

∗
2, p1) = Ψ1(x1, x

∗
2) + 〈p1, A1x1 − a1〉 ∀x1 ≥ 0, p1 ≥ 0,

L2(x
∗
1, x2, p2) = Ψ2(x

∗
1, x2) + 〈p2, A2x2 − a2〉 ∀x2 ≥ 0, p2 ≥ 0,

ãäå

Ψ1(x1, x
∗
2) = 〈x1, C1x

∗
2 + c1〉+

1

2
〈B1x1, x1〉 − 〈x∗2, C1x

∗
2 + c1〉 − 1

2
〈B1x

∗
2, x

∗
2〉 ∀x1 ≥ 0,

Ψ2(x
∗
1, x2) = 〈C2x

∗
1 + c2, x2〉+

1

2
〈B2x2, x2〉 − 〈C2x

∗
1 + c2, x

∗
1〉 −

1

2
〈B2x

∗
1, x

∗
1〉 ∀x2 ≥ 0.

Òî÷êè x∗1, p
∗
1 è x∗2, p

∗
2 íàçîâåì ñåäëîâûìè äëÿ ôóíêöèé L1(x1, x

∗
2, p1) è L2(x

∗
1, x2, p2), åñëè

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

L1(x
∗
1, x

∗
2, p1) ≤ L1(x

∗
1, x

∗
2, p

∗
1) ≤ L1(x1, x

∗
2, p

∗
1) ∀x1 ≥ 0, ∀p1 ≥ 0, (3.4.2)

L2(x
∗
1, x

∗
2, p2) ≤ L2(x

∗
1, x

∗
2, p

∗
2) ≤ L2(x

∗
1, x2, p

∗
2) ∀x2 ≥ 0, ∀p2 ≥ 0. (3.4.3)

Íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè Ëàãðàíæà L1(x1, x
∗
2, p1), L2(x

∗
1, x2, p2) ââåäåì ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíê-

öèè Ëàãðàíæà, îòâå÷àþùèå ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ x∗1, x
∗
2, p

∗
1, p

∗
2

M1(x1, x
∗
2, p1) = Ψ1(x1, x

∗
2) +

1

2α
|π+(p1 + α(A1x1 − a1)|2 − 1

2α
|p1|2 ∀x1 ≥ 0, p1 ≥ 0,

M2(x
∗
1, x2, p2) = Ψ2(x

∗
1, x2) +

1

2α
|π+(p2 + α(A2x2 − a2))|2 − 1

2α
|p2|2 ∀x1 ≥ 0, p2 ≥ 0.
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Òî÷êè x∗1, p
∗
1 è x∗2, p

∗
2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñåäëîâûìè äëÿ ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Ëà-

ãðàíæà, ò.å. óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

M1(x
∗
1, x

∗
2, p1) ≤M1(x

∗
1, x

∗
2, p1∗) ≤M1(x1, x

∗
2, p

∗
1) (3.4.4)

äëÿ âñåõ x1 ≥ 0, p1 ≥ 0 è

M2(x
∗
1, x

∗
2, p2) ≤M2(x

∗
1, x

∗
2, p

∗
2) ≤M2(x

∗
1, x2, p

∗
2) (3.4.5)

äëÿ âñåõ x2 ≥ 0, p2 ≥ 0.

1) Ìåòîä ìíîæèòåëåé. Ñèñòåìó íåðàâåíñòâ (3.4.4), (3.4.5) ïåðåïèøåì â ýêâèâàëåíòíîì
âèäå

x∗1 ∈ Argmin{Ψ1(x1, x
∗
2) + (1/2α)|π+(p∗1 + α(A1x1 − a1)|2 − (1/2α)|p∗1|2 ∀x1 ≥ 0,

p∗1 = π+(p∗1 + α(A1x
∗
1 − a1)),

x∗2 ∈ Argmin{Ψ2(x
∗
1, x2) + (1/2α)|π+(p∗2 + α(A2x

∗
2 − a2))|2 − (1/2α)|p∗2|2 ∀x2 ≥ 0,

p∗2 = π+(p∗2 + α(A2x
∗
2 − a2)).

(3.4.6)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðèìåíèì ìåòîä ìíîæèòåëåé â ôîðìå

xn+1
1 ∈ Argmin{M1(x1, x

n+1
2 , pn

1 ) | x1 ≥ 0},
xn+1

2 ∈ Argmin{M2(x
n+1
1 , x2, p

n
2 ) | x2 ≥ 0},

pn+1
1 = π+(pn

1 + α(A1x
n+1
1 − a1)),

pn+1
2 = π+(pn

2 + α(A2x
n+1
2 − a2)),

(3.4.7)

ãäå

M1(x1, x
n+1
2 , pn

1 ) = Ψ1(x1, x
n+1
2 ) +

1

2α
|π+(pn

1 + α(A1x1 − a1))|2 − 1

2α
|pn

1 |2 ∀x1 ≥ 0,

M2(x
n+1
1 , x2, p

n
2 ) = Ψ2(x

n+1
1 , x2) +

1

2α
|π+(pn

2 + α(A2x2 − a2))|2 − 1

2α
|pn

2 |2 ∀x2 ≥ 0.

Ïðåäñòàâèì ìåòîä (3.4.7) â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈C1x
n+1
2 + c1 + B1x

n+1
1 + A>

1 pn+1
1 , x1 − xn+1

1 〉 ≥ 0 ∀x1 ≥ 0,

〈C2x
n+1
1 + c2 + B2x

n+1
2 + A>

2 pn+1
2 , x2 − xn+1

2 〉 ≥ 0 ∀x2 ≥ 0,

〈pn+1
1 − pn

1 − α(A1x
n+1
1 − a1), p1 − pn+1

1 〉 ≥ 0 ∀p1 ≥ 0,

〈pn+1
2 − pn

2 − α(A2x
n+1
2 − a2), p2 − pn+1

2 〉 ≥ 0 ∀p2 ≥ 0.

(3.4.8)

Â ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé çàäà÷è (2.7.1) � (2.7.2) ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà â
âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå

(x1 − xn+1
1 , x2 − xn+1

2 )×
{[(

0 C1

C2 0

)
+

(
B1 0
0 B2

)](
xn+1

1

xn+1
2

)
+

(
ñ1

ñ2

)
+

(
A>

1 0
0 A>

2

)(
pn+1

1

pn+1
2

)}
≥ 0

äëÿ âñåõ x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 è

(p1 − pn+1
1 , p2 − pn+1

2 )×
{(

pn+1
1 − pn

1

pn+1
2 − pn

2

)
− α

[(
A1 0
0 A2

) (
xn+1

1

xn+1
2

)
−

(
a1

a2

)]}
≥ 0

äëÿ âñåõ p1 ≥ 0, p2 ≥ 0.
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Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìàòðèö è âåêòîðîâ èç (2.7.1) � (2.7.2), ïî-
ëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïåðåïèøåì â ôîðìå

〈(Φ + B)vn+1 + ϕ + A>pn+1, w − vn+1〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0, (3.4.9)

〈pn+1 − pn − α(Avn+1 − a), p− pn+1〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0. (3.4.10)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà ñîâïàäàþò ñ (3.1.7) è (3.1.8). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñèñòåìíûå
ìàòðèöû Φ+B è A ïîä÷èíåíû óñëîâèÿì òåîðåìû 3.1.1, òî ñõîäèìîñòü ìåòîäà (3.4.7) ñëåäóåò
èç ýòîé òåîðåìû.

2) Ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé ìåòîä. Ñèñòåìó íåðàâåíñòâ (3.4.2), (3.4.3) ïåðåïèøåì â âèäå

x∗1 ∈ Argmin{〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉+ 〈p1, A1x

∗
1 − a1〉 | x1 ≥ 0},

p∗1 = π+(p∗1 + α(A1x
∗
1 − a1)),

x∗2 ∈ Argmin{〈C2x
∗
1 + c2, x2〉+ (1/2)〈B2x2, x2〉+ 〈p2, A2x

∗
2 − a2〉 | x2 ≥ 0},

p∗2 = π+(p∗2 + α(A2x
∗
2 − a2)).

(3.4.11)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.4.11) ïðèìåíèì ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé ìåòîä (3.3.3):

p̄n
1 = π+(pn

1 + α(A1x
n
1 − a1)),

p̄n
2 = π+(pn

2 + α(A2x
n
1 − a2)),

xn+1
1 ∈ Argmin{(1/2)|x1 − xn

1 |2 + αL1(x1, x
n+1
2 , p̄n

1 ) | x1 ≥ 0},
xn+1

2 ∈ Argmin{(1/2)|x2 − xn
2 |2 + αL2(x

n+1
1 , x2, p̄

n
2 ) | x2 ≥ 0},

pn+1
1 = π+(pn

1 + α(A1x
n+1
1 − a1)),

pn+1
2 = π+(pn

2 + α(A2x
n+1
2 − a2)),

(3.4.12)

ãäå
L1(x1, x

n+1
2 , p̄n

1 ) = Ψ1(x1, x
n+1
2 ) + 〈p̄n

1 , A1x1 − a1〉 ∀x1 ≥ 0,
L2(x

n+1
1 , x2, p̄

n
2 ) = Ψ2(x

n+1
1 , x2) + 〈p̄n

2 , A2x2 − a2〉 ∀x2 ≥ 0.

Äëèíà øàãà α â ýòîì ïðîöåññå âûáèðàåòñÿ èç íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî èíòåðâàëà. Ïðåä-
ñòàâèì ìåòîä (3.4.12) â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈p̄n
1 − pn

1 − α(A1x
n+1
1 − a1), p1 − p̄n

1 〉 ≥ 0 ∀p1 ≥ 0,

〈p̄n
2 − pn

2 − α(A2x
n+1
2 − a2), p2 − p̄n

2 〉 ≥ 0 ∀p2 ≥ 0,

〈xn+1
1 − xn

1 + α(C1x
n+1
2 + c1 + B1x

n+1
1 + A>

1 p̄n
1 ), x1 − xn+1

1 〉 ≥ 0 ∀x1 ≥ 0,

〈xn+1
2 − xn

2 + α(C2x
n+1
1 + c2 + B2x

n+1
2 + A>

2 p̄n
2 ), x2 − xn+1

2 〉 ≥ 0 ∀x2 ≥ 0,

〈pn+1
1 − pn

1 − α(A1x
n+1
1 − a1), p1 − pn+1

1 〉 ≥ 0 ∀p1 ≥ 0,

〈pn+1
2 − pn

2 − α(A2x
n+1
2 − a2), p2 − pn+1

2 〉 ≥ 0 ∀p2 ≥ 0.

(3.4.13)

Èñïîëüçóÿ âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ (2.7.1), (2.7.2), ñèñòåìó íåðàâåíñòâ (3.4.13) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â àãðåãèðîâàííîì âèäå

〈p̄n − pn − α(Avn − a), p− p̄n〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0,

〈vn+1 − vn + α((Φ + B)vn+1 + ϕ + A>p̄n), w − vn+1〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0,

〈pn+1 − pn − α(Avn+1 − a), p− pn+1〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ñîâïàäàåò ñ (3.3.4) � (3.3.6) è ïîýòîìó ñõîäè-
ìîñòü ïðîöåññà (3.4.12) ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.3.1.

56



3.5. Ìåòîä ìíîæèòåëåé äëÿ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè
Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè (2.2.10):

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw, w〉 | 〈v∗, Aiw〉 ≤ βi, w ≥ 0}, i = 1, 2, . . . , m. (3.5.1)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: λ = (λ1, λ2, . . . , λm), 〈v, Aw〉 − β = (〈v, A1w〉 − β1, 〈v, A2w〉 − β2, . . .,
. . . , 〈v,Amw〉−βm) è ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà v = v∗, ò.å. â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, âûïèøåì
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(v∗, w, λ) = Ψ(v∗, w) + 〈λ, (〈v∗, Aw〉 − β)〉 ∀w ≥ 0, λ ≥ 0.

Åñëè çàäà÷à (3.5.1) äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíà (íàïðèìåð, â ñìûñëå óñëîâèÿ Ñëåéòåðà), òî
òî÷êà v∗, λ∗ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé äëÿ ýòîé ôóíêöèè. Îäíàêî ýòà òî÷êà áóäåò ñåäëîâîé è äëÿ
ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà, êîòîðàÿ ïðè v = v∗ èìååò âèä

M(v∗, w, λ) = Ψ(v∗, w) +
1

2α
|π+(λ + α(〈v∗, Aw〉 − β))|2 − 1

2α
|λ|2 ∀w ≥ 0, λ ≥ 0,

ãäå Ψ(v∗, w) = 〈Φv∗+ϕ,w〉+(1/2)〈Bw,w〉−〈Φv∗+ϕ, v∗〉− (1/2)〈Bv∗, v∗〉 ∀w ∈ Rn
+ � ôóíêöèÿ

ñäâèãà îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè êâàäðàòà Rn
+ × Rnn+.

Ïîñêîëüêó òî÷êà v∗, λ∗ � ñåäëîâàÿ, òî ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

M(v∗, v∗, λ) ≤M(v∗, v∗, λ∗) ≤M(v∗, w, λ∗) ∀w ≥ 0, λ ≥ 0. (3.5.2)

Âûïèøåì âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìå (3.5.2). Äëÿ òîãî ÷òîáû
ôóíêöèþ M(v∗, w, λ) áûëî äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü, çàïèøåì åå êâàäðàòè÷-
íûå ÷ëåíû â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

M(v∗, w, λ) = Ψ(v∗, w) +
1

2α

m∑

i=1

((λi + α(〈v∗, Aiw〉 − βi))+)2 − 1

2α

m∑

i=1

λ2
i

äëÿ âñåõ w ≥ 0, λi ≥ 0, çàòåì, äèôôåðåíöèðóÿ åå ïî ïåðåìåííûì w è λ, ïîëó÷èì

〈(Φ + B)v∗ + ϕ + (
m∑

i=1

(λ∗i + α(〈v∗, Aiv
∗〉 − βi))+Ai)v

∗, w − v∗〉 ≥ 0,

〈(λ∗i + α(〈v∗, Aiv
∗〉 − βi))+ − λ∗i , λi − λ∗i 〉 ≤ 0

(3.5.3)

äëÿ âñåõ w ≥ 0, λi ≥ 0, ãäå i = 1, 2, ...,m. Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â âåêòîðíîé
ôîðìå

〈π+(λ∗ + α(〈v∗, Av∗〉 − β))− λ∗, λ− λ∗〉 ≤ 0 ∀λ ≥ 0. (3.5.4)
Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî 〈Fx, y−x〉 ≥ 0 ∀y ∈ Q è îïåðàòîðíîå

óðàâíåíèå x = πQ(x − αF (x)) ýêâèâàëåíòíû, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâèì â ôîðìå
îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

λ∗ = π+(λ∗ + π+(λ∗ + α(〈v∗, Av∗〉 − β)λ∗)),

÷òî ðàâíîñèëüíî (ñðàâíèì ñ (3.1.3) è (3.1.4))

λ∗ = π+(λ∗ + α(〈v∗, Av∗〉 − β)). (3.5.5)

Èñïîëüçóÿ (3.5.5), ïåðåïèøåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç (3.5.3) â âèäå

〈(Φ + B)v∗ + ϕ + (
m∑

i=1

λ∗i Ai)v
∗, w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0. (3.5.6)
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Íàïîìíèì, ÷òî Ai, i = 1, 2, . . . ,m, � ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûå ìàò-
ðèöû. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (2.15.5), îòäåëüíî îöåíèì òðåòèé ÷ëåí â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå

〈(
m∑

i=1

λ∗i Ai

)
v∗, w − v∗

〉
=

m∑

i=1

λ∗i 〈Aiv
∗, w − v∗〉 ≤

≤ 1

2

m∑

i=1

λ∗i 〈Aiw,w〉 − 1

2

m∑

i=1

λ∗i 〈Aiv
∗, v∗〉 − 1

2

m∑

i=1

λ∗i 〈Ai(w − v∗), w − v∗〉 ≤

≤ 1

2
〈λ∗, (〈Aw, w〉 − β)〉 − 1

2
〈λ∗, (〈Av∗, v∗〉 − β)〉.

Òîãäà íåðàâåíñòâî (3.5.6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

〈(Φ + B)v∗ + ϕ,w − v∗〉+
1

2
〈λ∗, (〈Aw,w〉 − β)〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0. (3.5.7)

Ýòà îöåíêà äàëåå áóäåò èñïîëüçîâàíà ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ýòîé ââîäíîé ÷àñòè ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à (3.5.1)

ïðèâåäåíà ê ôîðìàòó (3.5.5), (3.5.6) è äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ìû èñïîëüçóåì èäåþ ìåòîäà
ìíîæèòåëåé (3.1.6):

λn+1 = π+(λn + α(〈vn+1, Avn+1〉 − β)),

vn+1 ∈ Argmin{M(vn+1, w, λn) | w ≥ 0}. (3.5.8)

Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ïðîöåññà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà

M(v, w, λ) = Ψ(v, w) +
1

2α

m∑

i=1

((λi + α(〈v, Aiw〉 − βi))+)2 − 1

2α

m∑

i=1

λ2
i

âûïóêëà ïî w äëÿ ëþáûõ v ≥ 0, λi ≥ 0 è ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê âñïîìîãàòåëüíîé
ðàâíîâåñíîé çàäà÷è íåïóñòî ïðè ëþáîì λ ∈ Rn

+. Äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ëþáûå ìåòîäû, ðàçâèòûå â ïåðâîé ÷àñòè ýòîé ðàáîòû.

Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ (3.5.8) â ôîðìå

〈(Φ + B)vn+1 + ϕ + (
m∑

i=1

(λn
i + α(〈vn+1, Aiv

n+1〉 − βi))+Ai)v
n+1, w − vn+1〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0, (3.5.9)

λn+1
i = (λn

i + α(〈vn+1, Aiv
n+1〉 − βi))+. (3.5.10)

Çàòåì, ó÷èòûâàÿ (3.5.10) â (3.5.9), ïîëó÷èì

〈(Φ + B)vn+1 + ϕ + (
m∑

i=1

λn+1
i Ai)v

n+1, w − vn+1〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0, (3.5.11)

〈λn+1 − λn − α(〈vn+1, Avn+1〉 − β), λ− λn+1〉 ≥ 0 ∀λ ≥ 0. (3.5.12)

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ìåòîäà.
Òåîpåìà 3.5.1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (3.5.1) íåïóñòî, ìàòðèöà Φ + B ïî-

ëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, ìàòðèöû Ai, i = 1, 2, . . . ,m, ñèììåòðè÷íûå è ïîëîæèòåëüíî
ïîëóîïðåäåëåííûå, âñïîìîãàòåëüíàÿ ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà ðàç-
ðåøèìà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |vn| ≤ const îãðàíè÷åíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λn, ïîðîæ-
äåííàÿ ìåòîäîì (3.5.8), ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé,
ò.å. λn → λ∗ ∈ Rn

+ ïðè n →∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì w = v∗ â (3.5.11):

〈(Φ + B)vn+1 + ϕ + (
m∑

i=1

λn+1
i Ai)v

n+1, v∗ − vn+1〉 ≥ 0. (3.5.13)
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Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.15.5) ïðåîáðàçóåì îòäåëüíî òðåòüå ñëàãàåìîå èç ïîëó÷åííîãî
íåðàâåíñòâà

〈(
m∑

i+1

λn+1
i Ai)v

n+1, v∗ − vn+1〉 =
m∑

i=1

λn+1
i 〈Aiv

n+1, v∗ − vn+1〉 ≤

≤ 1

2

m∑

i=1

λn+1
i ((〈Aiv

∗, v∗〉 − βi)− (〈Aiv
n+1, vn+1〉 − βi)− 〈Ai(v

n+1 − v∗), vn+1 − v∗〉) =

=
1

2
〈λn+1, (〈Av∗, v∗〉 − β)〉 − 1

2
〈λn+1, (〈Avn+1, vn+1〉 − β)〉 − 1

2
〈λn+1, 〈A(vn+1 − v∗), vn+1 − v∗〉〉 ≤

≤ 1

2
〈λn+1, (〈Avn+1, vn+1〉 − β)〉.

Òîãäà
〈(Φ + B)vn+1 + ϕ, v∗ − vn+1〉 − 1

2
〈λn+1, (〈Avn+1, vn+1〉 − β)〉 ≥ 0. (3.5.14)

Ïîëîæèì w = vn+1 â (3.5.7):
〈(Φ + B)v∗ + ϕ, vn+1 − v∗〉+ (1/2)〈λ∗, (〈Avn+1, vn+1〉 − β)〉 ≥ 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (Φ + B) ≥ 0, ñëîæèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñ (3.5.14); òîãäà
〈λ∗ − λn+1, (〈Avn+1, vn+1〉 − β)〉 ≥ 0. (3.5.15)

Ïîëîæèì λ = λ∗ â (3.5.12):
〈λn+1 − λn, λ∗ − λn+1〉 − α〈(〈vn+1, Avn+1〉 − β), λ∗ − λn+1〉 ≥ 0.

Ñëîæèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñ (3.5.15); òîãäà
〈λn+1 − λn, λ∗ − λn+1〉 ≥ 0.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (2.9.14), ðàçëîæèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
|λn+1 − λ∗|2 + |λn+1 − λn|2 ≤ |λn − λ∗|2. (3.5.16)

Ïðîñóììèðóåì (3.5.16) îò n = 0 äî n = N :

|λN+1 − λ∗|2 +
k=N∑

k=0

|λk+1 − λk|2 ≤ |λ0 − λ∗|2.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè |λN+1 − λ∗|2 ≤ |λ0 − λ∗|2, à
òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
k=0

|λk+1 − λk|2 < ∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èíû
|λn+1 − λn|2 → 0, n →∞.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λn îãðàíè÷åíà ïî äîêàçàííîìó, à vn îãðàíè÷åíà ïî óñëîâèÿì
òåîðåìû, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò λ′, v′ òàêîé, ÷òî λni → λ′, vni → v′ ïðè ni → ∞ è ïðè ýòîì
|λni+1 − λni|2 → 0.

Ïåðåõîäÿ â (3.5.8) ê ïðåäåëó ïðè ni →∞, ïîëó÷èì

v′ ∈ Argmin{Ψ(v′, w) +
1

2α
|π+(λ′ + α(〈v′, Aw〉 − β))|2 − 1

2α
|λ′|2 | ∀w ≥ 0},

π+(λ′ + α(〈v′, Av′〉 − β)) = λ′.

Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû (3.5.2), òî λ′ = λ∗ ∈ Rn
+, ò.å. ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ

òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè óáûâàíèÿ
âåëè÷èíû |λn − λ∗| îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëüíîé òî÷êè, ò.å. ñõîäèìîñòü λn → λ∗

ïðè n → ∞. Â îòëè÷èå îò λn ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn ìîæåò èìåòü ìíîãî ïðåäåëüíûõ òî÷åê,
è âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èñõîäíîé çàäà÷è. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3.6. Ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé ìåòîä äëÿ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ ñî ñâÿçàííûìè
îãðàíè÷åíèÿìè

Â ýòîì ïàðàãðàôå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.5.1) ðàññìîòðèì àíàëîã ýêñòðàïðîêñèìàëüíîãî
ìåòîäà ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Äëÿ óäîáñòâà ðàññóæäåíèé âûïèøåì åùå ðàç ðàâíî-
âåñíóþ çàäà÷ó

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ,w〉+ (1/2)〈Bw,w〉 | 〈v∗, Aiw〉 ≤ βi, w ≥ 0}, i = 1, 2, . . . , m. (3.6.1)

Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ýòîé çàäà÷è â ðàâíîâåñíîì
ñîñòîÿíèè èìååò âèä

L(v∗, w, λ) = Ψ(v∗, w) + 〈λ, (〈v∗, Aw〉 − β)〉 ∀w ≥ 0, λ ≥ 0.

Â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ïðè v = v∗ ñåäëîâàÿ òî÷êà v∗, λ∗ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
(3.5.2), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈(Φ + B)v∗ + ϕ +

(
m∑

i=1

λ∗i Ai

)
v∗, w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0,

〈λ∗ − λ, (〈v∗, Av∗〉 − β〉 ≥ 0 ∀λ ≥ 0.

(3.6.2)

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç (3.6.2) ïî ñõåìå (2.15.5) � (3.5.7) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

〈(Φ + B)v∗ + ϕ,w − v∗〉+
1

2
〈λ∗, (〈Aw,w〉 − β)〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0. (3.6.3)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ (3.6.2) èñïîëüçóåì ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé
ìåòîä [1, 13]

λ̄n = π+(λn +
α

2
(〈vn, Avn〉 − β)),

vn+1 ∈ Argmin
{

1

2
|w − vn|2 + αL(vn+1, w, λ̄n) | w ≥ 0

}
,

λn+1 = π+(λn +
α

2
(〈vn+1, Avn+1〉 − β)),

(3.6.4)

ãäå
L(vn+1, w, λ̄n) = Ψ(vn+1, w) + 〈λ̄n, (〈vn+1, Aw〉 − β)〉 ∀w ≥ 0.

Äëèíà øàãà α â ýòîì ïðîöåññå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

0 < ε ≤ α < (2/L1), ε > 0, (3.6.5)

ãäå êîíñòàíòà L1 îïðåäåëåíà íèæå.
Ïîëó÷èì îöåíêó îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ λ̄n è λn+1 èç (3.6.4). Ëþáàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôóíê-

öèÿ 〈v, Av〉 íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå âñåãäà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ïîýòîìó èç
ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé (3.6.4) èìååì

|λ̄n − λn+1| ≤ (α/2)|〈vn, Avn〉 − 〈vn+1, Avn+1〉| ≤ (α/2)L1|vn − vn+1|. (3.6.6)

Ïðåäñòàâèì ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈λ̄n − λn − α

2
(〈vn, Avn〉 − β), λ− λ̄n〉 ≥ 0, (3.6.7)

〈λn+1 − λn − α

2
(〈vn+1, Avn+1〉 − β), λ− λn+1)〉 ≥ 0 (3.6.8)
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äëÿ âñåõ λ ≥ 0 è

〈vn+1 − vn + α((Φ + B)vn+1 + ϕ +

(
m∑

i=1

λ̄n
i Ai

)
vn+1), w − vn+1 ≥ 0 ∀w ≥ 0. (3.6.9)

Ïîêàæåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâ-
íîâåñíûõ ðåøåíèé.

Òåîpåìà 3.6.1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (3.6.1) íåïóñòî, ìàòðèöû Φ+B è Ai,
i = 1, 2, . . . ,m, ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíû, êðîìå òîãî, Ai, i = 1, 2, . . . , m, � ñèììåò-
ðè÷íûå ìàòðèöû, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, λn, ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (3.6.4) ñ âûáîðîì
ïàðàìåòðà α èç óñëîâèÿ (3.6.5), ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ
ðåøåíèé, ò.å. vn → v∗ ∈ D∗, λn → λ∗ ∈ Rn

+ ïðè n →∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì w = v∗ â (3.6.9); òîãäà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ α〈(Φ + B)vn+1 + ϕ +

(
m∑

i=1

λ̄n
i Ai

)
vn+1, v∗ − vn+1〉 ≥ 0. (3.6.10)

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.15.5) ïðåîáðàçóåì îòäåëüíî ÷åòâåðòûé ÷ëåí èç (3.6.10), ó÷èòû-
âàÿ ïðè ýòîì, ÷òî 〈λ̄n, 〈v∗, Av∗〉 − β〉 ≤ 0

〈(
m∑

i=1

λ̄n
i Ai)v

n+1, v∗ − vn+1〉 =
m∑

i=1

λ̄n
i 〈Aiv

n+1, v∗ − vn+1〉 ≤

≤ 1

2

m∑

i=1

λ̄n
i (〈Aiv

∗, v∗〉 − 〈Aiv
n+1, vn+1〉 − 〈Ai(v

n+1 − v∗), vn+1 − v∗〉) =

=
1

2
〈λ̄n, (〈Av∗, v∗〉 − β)〉 − 1

2
〈λ̄n, (〈Avn+1, vn+1〉 − β)〉 − 1

2
〈λ̄n, 〈A(vn+1 − v∗), vn+1 − v∗〉〉 ≤

≤ −1

2
〈λ̄n, (〈Avn+1, vn+1〉 − β)〉.

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó, (3.6.10) ïåðåïèøåì â ôîðìå

〈vn+1− vn, v∗− vn+1〉+α〈(Φ+B)vn+1 +ϕ, v∗− vn+1〉− α

2
〈λ̄n, (〈Avn+1, vn+1〉−β)〉 ≥ 0. (3.6.11)

Ïîëîæèì w = vn+1 â (3.6.3); òîãäà

〈(Φ + B)v∗ + ϕ, vn+1 − v∗〉+
1

2
〈λ∗, (〈Avn+1, vn+1〉 − β)〉 ≥ 0. (3.6.12)

Ñëîæèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉 + α〈(Φ + B)(vn+1 − v∗), v∗ − vn+1〉+
+ (α/2)〈λ∗ − λ̄n, (〈Avn+1, vn+1〉 − β)〉 ≥ 0.

(3.6.13)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (3.6.7) è (3.6.8). Ïîëîæèì λ = λ∗ â (3.6.8)

〈λn+1 − λn, λ∗ − λn+1〉 − (α/2)〈(〈vn+1, Avn+1〉 − β), λ∗ − λn+1〉 ≥ 0 (3.6.14)

è λ = λn+1 â (3.6.7)

〈λ̄n − λn − (α/2)(〈vnAvn〉 − β), λn+1 − λ̄n〉 ≥ 0,
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èëè

〈λ̄n−λn, λn+1−λ̄n〉+α

2
(〈vn+1, Avn+1〉−〈vn, Avn〉), λn+1−λ̄n〉−α

2
(〈vn+1, Avn+1〉−β), λn+1−λ̄n〉 ≥ 0.

Ó÷èòûâàÿ (3.6.6), îöåíèì âòîðîé ÷ëåí â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå

〈λ̄n − λn, λn+1 − λ̄n〉+
(

α

2
L1

)2

|vn+1 − vn|2 − α

2
(〈vn+1, Avn+1〉 − β), λn+1 − λ̄n〉 ≥ 0. (3.6.15)

Ñëîæèì (3.6.14) è (3.6.15):

〈λn+1 − λn, λ∗ − λn+1〉 + 〈λ̄n − λn, λn+1 − λ̄n〉+ ((α/2)L1)
2|vn+1 − vn|2−

− (α/2)〈(〈vn+1, Avn+1〉 − β), λ∗ − λ̄n〉 ≥ 0.
(3.6.16)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (3.6.13) è (3.6.16), ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðåäåëåí-
íîñòü îïåðàòîðà Φ + B ≥ 0:

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈λn+1 − λn, λ∗ − λn+1〉+
+〈λ̄n − λn, λn+1 − λ̄n〉+ ((α/2)L1)

2|vn+1 − vn|2 ≥ 0.
(3.6.17)

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (2.9.14) ïðåäñòàâèì òðè ïåðâûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ â âèäå
ñóììû êâàäðàòîâ

|vn+1 − v∗|2 + |λn+1 − λ∗|2 + |vn+1 − vn|2 + |λn+1 − λ̄n|2+
+|λ̄n − λn|2 − ((α/2)L1)

2|vn+1 − vn|2 ≤ |vn − v∗|2 + |λn − λ∗|2.

Îòñþäà

|vn+1−v∗|2+|λn+1−λ∗|2+d|v̄n−vn|2+1

2
|λn+1−λ̄n|2+1

2
|λ̄n−λn|2 ≤ |vn−v∗|2+|λn−λ∗|2, (3.6.18)

ãäå d = 1− (α/2)2L2
1 > 0 ïî óñëîâèÿì òåîðåìû.

Ïðîñóììèðóåì (3.6.18) îò n = 0 äî n = N :

|vN+1 − v∗|2 + |λN+1 − λ∗|2 +
1

2

k=N∑

k=0

|λk+1 − λ̄k|2 +
1

2

k=N∑

k=0

|λ̄k+1 − λk|2+

+
k=N∑

k=0

|vk+1 − vk|2 + d
k=N∑

k=0

|v̄k − vk|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |λ0 − λ∗|2.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè

|vN+1 − v∗|2 + |λN+1 − λ∗|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |λ0 − λ∗|2,

à òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

k=0

|vk+1 − vk|2 < ∞,
∞∑

k=0

|λk+1 − λ̄k|2 < ∞,
∞∑

k=0

|λ̄k − λk|2 < ∞

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èí

|vn+1 − vn|2 → 0, |λn+1 − λ̄n|2 → 0, |λ̄n − λn|2 → 0 n →∞.
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Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, λn îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v′, λ′ òàêîé, ÷òî
vni → v′, λni → λ′ ïðè ni →∞, è ïðè ýòîì

|vni+1 − vni|2 → 0, |λni+1 − λni|2 → 0.

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (3.6.7) � (3.6.9) äëÿ âñåõ ni →∞ è, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì

〈(Φ + B)v′ + ϕ +

(
m∑

i=1

λ′iAi

)
v′, w − v′〉 ≥ 0 ∀w ≥ 0,

〈λ′ − λ, (〈v′, Av′〉 − β〉 ≥ 0 ∀λ ≥ 0.

Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ (3.6.2), òî v′ = v∗ ∈ D∗, λ′ = λ∗ ≥ 0, ò.å. ëþáàÿ ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn, λn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè
óáûâàíèÿ âåëè÷èíû |vn − v∗|+ |λn − λ∗| îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëüíîé òî÷êè, ò.å.
ñõîäèìîñòü vn → v∗, λn → λ∗ ïðè n →∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3.7. Èãðîâîé ìåòîä ìíîæèòåëåé è èãðîâîé ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé ìåòîä äëÿ
çàäà÷ ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè

Ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíî ïðîñòóþ áèëèíåéíóþ èãðó äâóõ ëèö ñ íåíóëåâîé ñóììîé è ñî ñâÿ-
çàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè

x∗1 ∈ Argmin{〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+

1

2
〈B1x1, x1〉 | 〈x1, Ax∗2〉 ≤

β

2
, x1 ≥ 0},

x∗2 ∈ Argmin{〈C2x
∗
1 + c2, x2〉+

1

2
〈B2x2, x2〉 |

〈A>x∗1, x2〉 ≤ β

2
, x2 ≥ 0}.

(3.7.1)

Â ýòîé èãðå êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ ðåøàåò çàäà÷ó êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî ñîá-
ñòâåííûì ïåðåìåííûì ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî èãðîêè â ýòîé
ñèòóàöèè ñâÿçàíû íå òîëüêî ÷åðåç öåëåâûå ôóíêöèè, íî è ÷åðåç ôóíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷å-
íèÿ. Ó÷èòûâàÿ ýòó äîâîëüíî æåñòêóþ ñâÿçü, çàäà÷å (3.7.1) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷ó
(2.7.11), â êîòîðîé èãðîêè âûñòóïàþò êàê îäíà êîìàíäà:

x∗1, x
∗
2 ∈ Argmin{〈x1, C1x

∗
2 + c1〉+ 〈C2x

∗
1 + c2, x2〉+ (1/2)〈B1x1, x1〉+

+ (1/2)〈B2x2, x2〉 | 〈x1, A1x
∗
2〉+ 〈x2, A

>
1 x∗1〉 ≤ β, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0}. (3.7.2)

Èç ðàññóæäåíèé (2.7.11) � (2.7.13) ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.7.2) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì èãðû (3.7.1). Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ çàäà÷è (2.7.1), ïåðåïèøåì çàäà÷ó (3.7.2) â
âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå

〈Φv∗ + ϕ, v∗〉+
1

2
〈Bv∗, v∗〉 ≤ 〈Φv∗ + ϕ,w〉+

1

2
〈Bw, w〉, 〈v∗, Aw〉 ≤ β, w ≥ 0. (3.7.3)

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ðàâíîâåñíîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ìåòîä ìíîæèòåëåé (3.5.8),
òàê è ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé ìåòîä (3.6.4). Ìåòîä ìíîæèòåëåé ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷å èìååò áîëåå ïðîñòóþ ïî ñðàâíåíèþ ñ (3.5.8) ìîäèôèöèðîâàííóþ ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà

λn+1 = π+(λn + α(〈vn+1, Avn+1〉 − β)),

vn+1 ∈ Argmin{M(vn+1, w, λn) | w ≥ 0}. (3.7.4)
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Çäåñü ôóíêöèÿ M(v, w, λ) âûïóêëà ïî w äëÿ ëþáûõ v ≥ 0, λ ≥ 0:

M(v, w, λ) = Ψ(v, w) +
1

2α
((λ + α(〈v, Aw〉 − β))+)2 − 1

2α
λ2.

Ñõîäèìîñòü ýòîãî ìåòîäà ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.5.1.
Ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé ìåòîä ïðèìåíèòåëüíî ê (3.7.1) èìååò ôîðìó

λ̄n = π+(λn + (α/2)(〈vn, Avn〉 − β)),

vn+1 ∈ Argmin{(1/2)|w − vn|2 + αL(vn+1, w, λ̄n) | w ≥ 0},
λn+1 = π+(λn + (α/2)(〈vn+1, Avn+1〉 − β)),

(3.7.5)

ãäå
L(vn+1, w, λ̄n) = Ψ(vn+1, w) + λ̄n(〈vn+1, Aw〉 − β) ∀w ≥ 0.

Äëèíà øàãà α îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

0 < ε ≤ α < (2/L1), ε > 0,

ãäå L1 � êîíñòàíòà. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà (3.7.5) ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.6.1.
Â èñõîäíîé çàäà÷å èãðîêè áûëè òåñíî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì êàê ïî öåëåâûì ôóíêöèÿì,

òàê è ïî îãðàíè÷åíèÿì, â òî âðåìÿ êàê â ðàññìîòðåííûõ ìåòîäàõ ñàìîñòîÿòåëüíîñòü èãðîêîâ
ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëàòó çà ñõîäèìîñòü
ê èãðîâîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è (3.7.1).

3.8. Äðóãèå ïîäõîäû
Áàçîâàÿ çàäà÷à, ðàññìîòðåííàÿ â ýòîé ðàáîòå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êè ýêñòðåìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

v∗ ∈ Argmin{〈Φv∗ + ϕ, w〉+ (1/2)〈Bw,w〉 | w ≥ 0}. (3.8.1)

Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

v∗ = πΩ(v∗ − α((Φ + B)v∗ + ϕ)), (3.8.2)

ãäå πΩ(. . .) � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî Ω,
α > 0 � ïàðàìåòð òèïà äëèíû øàãà.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä

v̄n = πΩ(vn − α((Φ + B)vn + ϕ)),

vn+1 = πΩ(vn − α((Φ + B)v̄n + ϕ))
(3.8.3)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêòèâíûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.8.2) è òåì ñàìûì ðàâ-
íîâåñíîé çàäà÷è (3.8.1).

Óðàâíåíèå (3.8.2) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ìèíèìóìà çàäà÷è (3.8.1)
â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. Îäíàêî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâóþò è â äðó-
ãèõ ôîðìàõ, íàïðèìåð â ôîðìå ïðîêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà, à èìåííî: åñëè v∗ � ðåøåíèå
(3.8.1), òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ðåøåíèåì ïðîêñèìàëüíîãî óðàâíåíèÿ

v∗ = argmin{1

2
|w − v∗|2 + α〈Φv∗ + ϕ,w〉+

1

2
〈Bw,w〉 | w ∈ Ω}. (3.8.4)

Ñîîòíîøåíèå (3.8.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé v∗, ãäå w �
âíóòðåííÿÿ ïåðåìåííàÿ ýêñòðåìàëüíîãî îïåðàòîðà èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ. ×òîáû
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ðåøèòü (3.8.4), ïîìèìî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà ñóùåñòâóþò äâå ðàçíîâèäíîñòè ïðîêñèìàëüíîãî
ìåòîäà. Îäíà èç íèõ � õîðîøî èçâåñòíûé ïðîêñèìàëüíûé ìåòîä [46, 47], à âòîðóþ ìîæíî
íàçâàòü ýêñòðàïðîêñèìàëüíûì ìåòîäîì. Îá ýòîì ìåòîäå ìû óæå óïîìèíàëè â ïàðàãðàôå 2.9.
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.8.4) îí èìååò âèä

v̄n = argmin{(1/2)|w − vn|2 + αΦ(vn, w)) | w ∈ Ω},
vn+1 = argmin{(1/2)|w − vn|2 + αΦ(v̄n, w)) | w ∈ Ω}. (3.8.5)

Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ýòîò ïîäõîä äëÿ ñåäëîâûõ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûë
ïðåäëîæåí â ðàáîòå [35], ïðèìåíèìîñòü åãî ê ðàâíîâåñíûì çàäà÷àì îáîñíîâàíà â ðàáîòàõ
[7, 13].

Ôîðìóëû ïðîêñèìàëüíîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.8.4) èìåþò âèä

vn+1 = argmin{(1/2)|w − vn|2 + αΦ(vn+1, w)) | w ∈ Ω}. (3.8.6)

Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåÿâíûé ïðîöåññ, ãäå íà êàæäîé èòåðàöèè íàäî ðåøàòü íåÿâíîå ðå-
ãóëÿðèçîâàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé vn+1, êîòîðàÿ âõîäèò êàê â ïðàâóþ, òàê
è â ëåâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäíà ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à (3.8.4)
çàìåíÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ (3.8.6) òàêîãî æå òè-
ïà.

Ñðàâíèâàÿ ýòîò ïîäõîä ñ (3.8.5), ìû ìîæåì âèäåòü èõ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå. Äåéñòâè-
òåëüíî, íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîöåññà (3.8.5) ìû äîëæíû ðåøàòü äâå ñîâåðøåííî îäèíàêîâûå
âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, â òî âðåìÿ êàê â ïðîöåññå (3.8.6) ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ
íåîáõîäèìîñòüþ ðåøàòü âñïîìîãàòåëüíóþ ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ äëÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ
òàêæå òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ðàâíîâåñíûõ ìåòîäîâ. Ðàçëè÷èå ñóùåñòâåííîå.

Ïåðâîíà÷àëüíî ñâîéñòâà ïðîêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòå [48], åãî
ñõîäèìîñòü áûëà äîêàçàíà â [49], â ðàáîòàõ Ð.Ò. Ðîêàôåëëàðà [46, 47] ýòîìó ìåòîäó áûëî
ïðèäàíî ìåòîäîëîãè÷åñêîå çíà÷åíèå óíèâåðñàëüíîãî ïîäõîäà, ðàñïðîñòðàíåííîãî â òîì ÷èñ-
ëå è íà òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ. Hàäî îòìåòèòü óäèâèòåëüíîå âîçäåéñòâèå äâóõ
ïîñëåäíèõ ñòàòåé íà ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå. Ìîæíî áåç ïðåóâåëè÷åíèÿ ñêàçàòü, ÷òî çà ïî-
ñëåäíèå òðèäöàòü ëåò ïîñëå èõ ïóáëèêàöèè áûëè íàïèñàíû òûñÿ÷è ñòàòåé, ÿâíî íàõîäÿùèõñÿ
ïîä âîçäåéñòâèåì ðàáîò Ð.Ò. Ðîêàôåëëàðà, õîòÿ, êàæåòñÿ, èäåÿ ïðîêñèìàëüíîãî øàãà èíòó-
èòèâíî ïðîñòà, ïîíÿòíà è ÿâíî èñõîäèò èç èäåè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Îòìåòèì
ñòàòüþ àâòîðà ýòîé ðàáîòû ïî ïðîêñèìàëüíîìó ìåòîäó [50].

Â óñëîâèÿõ íåòî÷íîãî çàäàíèÿ èñõîäíîé èíôîðìàöèè ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó åñòåñòâåííî
ðåøàòü, èñïîëüçóÿ èäåè ðåãóëÿðèçàöèè:

vα = argmin{Φ(vα, w)) + (α/2)|w − a|2 | w ∈ Ω}. (3.8.7)

Çäåñü ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå
xα. Äîêàçàíî [51, 52], ÷òî òðàåêòîðèÿ xα ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé ðàâíîâåñíîé çàäà÷è,
åñëè α → 0.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî ðàâíîâåñíûå çàäà÷è âêëþ÷àþò â ñåáÿ èãðû n ëèö ñ ðàâíîâåñèåì ïî
Íýøó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ çàäà÷è (3.8.1) èìååò äåêîìïîçèöèîííóþ
ñòðóêòóðó çàäà÷è (2.9.1), òî îíà ðàñùåïëÿåòñÿ íà ñèñòåìó äâóõ çàäà÷, ò.å. èãðó äâóõ ëèö ñ
ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó:

x∗1 ∈ Argmin{〈x1, C1x
∗
2 + c1〉+

1

2
〈B1x1, x1〉 | x1 ∈ X1},

x∗2 ∈ Argmin{〈C2x
∗
1 + c2, x2〉+

1

2
〈B2x2, x2〉 | x2 ∈ X2}.

(3.8.8)
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Ýêñòðàïðîêñèìàëüíûé è ïðîêñèìàëüíûé ìåòîäû äëÿ èãðû äâóõ ëèö ïðèíèìàþò ñîîòâåò-
ñòâåííî ôîðìó:

ïåðâûé ïîëóøàã

x̄n
1 = argmin{1

2
|x1 − xn

1 |2 + α〈x1, C1x
n
2 + c1〉+

1

2
〈B1x1, x1〉 | x1 ∈ X1},

x̄n
2 = argmin{1

2
|x2 − xn

2 |2 + α〈x2, C2x
n
1 + c1〉+

1

2
〈B2x2, x2〉 | x2 ∈ X2},

âòîðîé ïîëóøàã

xn+1
1 = argmin{1

2
|x1 − xn

1 |2 + α〈x1, C1x̄
n
2 + c1〉+

1

2
〈B1x1, x1〉 | x1 ∈ X1},

xn+1
2 = argmin{1

2
|x2 − xn

2 |2 + α〈x2, C2x̄
n
1 + c1〉+

1

2
〈B2x2, x2〉 | x2 ∈ X2}

è
xn+1

1 = argmin{1

2
|x1 − xn

1 |2 + α〈x1, C1x
n+1
2 + c1〉+

1

2
〈B1x1, x1〉 | x1 ∈ X1},

xn+1
2 = argmin{1

2
|x2 − xn

2 |2 + α〈x2, C2x
n+1
1 + c1〉+

1

2
〈B2x2, x2〉 | x2 ∈ X2}.

Â ïåðâîì ïðîöåññå íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè, âî
âòîðîì � ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à.

Èãðîâîé ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè ïî ñâîåé ñòðóêòóðå áëèçîê ê ïðîêñèìàëüíîìó ìåòîäó

xα
1 = argmin{1

2
|x1 − a1|2 + α〈x1, C1x

α
2 + c1〉+

1

2
〈B1x1, x1〉 | x1 ∈ X1},

xα
2 = argmin{1

2
|x2 − a2|2 + α〈x2, C2x

α
1 + c1〉+

1

2
〈B2x2, x2〉 | x2 ∈ X2}.

Äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ xα
1 , xα

2 → x∗1, x
∗
2 ïðè α → 0.

Â êîíöå âòîðîé ãëàâû ìû îòìåòèëè, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê
ñåäëîâîé è äëÿ ðåøåíèÿ ðàâíîâåñíîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñåäëîâûå ìåòîäû. Â ýòîé
ãëàâå ìû ðàññìîòðåëè ìåòîäû, êîòîðûå ðàâíîâåñíóþ çàäà÷ó ïîçâîëÿþò ñâåñòè ê îïòèìèçà-
öèîííîé è äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàòü ãðàäèåíòíûé ïîäõîä. Îäíàêî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñõîäèìîñòè ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ñåäëîâîé ôàêòîð âñå ðàâíî èñïîëüçóåòñÿ.
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