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Ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îáñóæäàåòñÿ åå ñâÿçü
ñ èãðîâûìè ïîñòàíîâêàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëàãàþòñÿ íåÿâíûå è ÿâíûå
ìåòîäû ïðîêñèìàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè, èñïîëüçóþùèå îáû÷íûå è ìîäèôèöè-
ðîâàííûå ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííûõ ìåòî-
äîâ ê ðàâíîâåñíûì ðåøåíèÿì.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Çàäà÷ó ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàêèì îáðàçîì:
íàéòè íåïîäâèæíóþ òî÷êó v∗ ∈ Ω∗, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ýêñòðåìàëüíîìó âêëþ÷å-
íèþ c ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

v∗ ∈ Argmin{Φ(v∗, w) | g(w) ≤ 0, w ∈ Ω}. (1.1)

Çäåñü ôóíêöèÿ Φ(v, w) îïðåäåëåíà íà ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ Rn × Rn è Ω ⊂
⊂ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Φ(v, w) âûïóêëàÿ ïî
ïåðåìåííîé w ∈ Ω ïðè êàæäîì v ∈ Ω. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ g(w) èìååò ðàçìåðíîñòü
m. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ýòîé ôóíêöèè âûïóêëàÿ. Ïåðåìåííàÿ v ∈ Ω â (1.1) èãðàåò
ðîëü ïàðàìåòðà, à w ∈ Ω � ïåðåìåííàÿ îïòèìèçàöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî
ýêñòðåìàëüíîå (ìàðãèíàëüíîå) îòîáðàæåíèå w(v) ≡ argmin{Φ(v, w) | g(w) ≤ 0, w ∈
∈ Ω} îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ v ∈ Ω, à ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ω∗ ⊂ Ω èñõîäíîé çàäà÷è
íåïóñòî. Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå ñîãëàñíî òåîðåìå Êàêóòàíè âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ,
åñëè Ω � âûïóêëûé êîìïàêò, Φ(v, w) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî v è âûïóêëà ïî w (ñì.
[1]). Â ýòîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëüíîå îòîáðàæåíèå ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó è êàæäóþ
òî÷êó èç Ω îòîáðàæàåò â çàìêíóòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî.

Çàäà÷ó (1.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâåðòêó, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîãèå
èãðîâûå ïîñòàíîâêè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

L(x∗, y) ≤ L(x∗, p∗) ≤ L(z, p∗) ∀z ∈ Q ⊆ Rn ∀y ∈ P ⊆ Rm (1.2)

îïðåäåëÿåò ñåäëîâóþ òî÷êó x∗, p∗, ãäå L(x, p) � âûïóêëî-âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, Q =
= {z | g1(z) ≤ 0, z ∈ Q1}, P = {y | g2(y) ≤ 0, y ∈ P1}, g1(z), g2(y) � âûïóêëûå

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé (êîä ïðîåêòà 96-01-01046)
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âåêòîð-ôóíêöèè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ w = (z, y), v = (x, p), G(w) = (g1(z), g2(y)) è
íîðìàëèçîâàííóþ ôóíêöèþ Φ(v, w) = L(z, p)− L(x, y). Ââåäåííàÿ ñèñòåìà îáîçíà÷å-
íèé äàåò âîçìîæíîñòü ñèñòåìó (1.2) ïðåäñòàâèòü â ôîðìå (1.1) (ñì. [2].) Ïðè ýòîì
ðåøåíèå ñåäëîâîé ñèñòåìû (1.2) ñ íîðìàëèçîâàííîé ôóíêöèåé Φ(v, w) = L(z, p)−
−L(x, y) ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1).

Áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ èãðû n ëèö ñ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó òàêæå ìîæåò áûòü
ñâåäåíà ê êîíñòðóêöèè (1.1). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü fi(xi, x−i) � ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ
i-ãî èãðîêà, i ∈ I. Ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò êàê îò ñîáñòâåííûõ ñòðàòåãèé xi ∈ Xi, ãäå
Xi = (xi)i∈I , òàê è îò ñòðàòåãèé âñåõ äðóãèõ èãðîêîâ x−i = (xj)j∈I\i. Ðàâíîâåñèåì
èãðû n ëèö ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû ýêñòðåìàëüíûõ âêëþ÷åíèé

x∗i ∈ Argmin{fi(xi, x
∗
−i) | xi ∈ Xi}. (1.3)

Ââåäåì íîðìàëèçîâàííóþ ôóíêöèþ âèäà

Φ(v, w) =
n∑

i=1

fi(xi, x−i),

ãäå v = (x−i), w = (xi), g(w) = (gi(xi)), i = 1, 2, . . . , n, è Ω = X1 × X2 × . . . × Xn,
ïðè ýòîì (v, w) = (xi, x−i) ∈ Ω × Ω. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè çàäà÷ó (1.3) ìîæíî
çàïèñàòü â ôîðìå (1.1).

Ìíîãèå îáðàòíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè [3] òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (1.1).
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

x∗ ∈ Argmin{〈λ∗, f(x)〉 | g(x) ≤ 0, x ∈ Q}, G(x∗) ≤ d. (1.4)
Â ýòîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ âûáðàòü íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ñâåðòêè
λ = λ∗ òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì âåñàì íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
x = x∗ ïðèíàäëåæàëî íàïåðåä çàäàííîìó âûïóêëîìó ìíîæåñòâó. Â ÷àñòíîñòè, ýòî
ìíîæåñòâî ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî îäíó òî÷êó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ôóíêöèè
ýòîé çàäà÷è âûïóêëûå.

Ñèñòåìó (1.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èãðû äâóõ ëèö ñ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó
x∗ ∈ Argmin{〈λ∗, f(x)〉 | g(x) ≤ 0, x ∈ Q},
p∗ ∈ Argmin{〈p,G(x∗)− d〉 | p ≥ 0}. (1.5)

Äåéñòâèòåëüíî, èç (1.5) èìååì
〈p∗ − p,G(x∗)− d〉 ≤ 0, p ≥ 0. (1.6)

Ïîëîæèì ñíà÷àëà p = 0 â (1.6), à çàòåì p = 2p∗, òîãäà ïîëó÷èì 〈p∗, G(x∗) − d〉 = 0.
Òåïåðü åñëè äîïóñòèòü, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà

0 = 〈p∗, G(x∗)− d〉 ≤ 〈p,G(x∗)− d〉 (1.7)
êàêàÿ-íèáóäü êîìïîíåíòà âåêòîðà G(x∗)−d îòðèöàòåëüíà, òî â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
p ≥ 0 ëåãêî ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå ñ (1.7). Ñëåäîâàòåëüíî, G(x∗) − d ≤ 0. Òàêèì
îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (1.5) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1.4). Âåðíî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå. Çàäà÷à (1.5), â ñâîþ î÷åðåäü, ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçîâàííîé ôóíêöèè
ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê (1.1). Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè
(1.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ýêñòðå-
ìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ (1.1).
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2. ÊÎÑÎÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ

Èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Φ(v∗, v∗) ≤ Φ(v∗, w) ∀w ∈ D, (2.1)

ãäå D = {w | g(w) ≤ 0, w ∈ Ω}�äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíò-
íî îïðåäåëåíèþ íåïîäâèæíîé òî÷êè. Ïîñêîëüêó Φ∗ = inf{Φ(w, w) | w ∈ D} ≤
≤ Φ(v∗, v∗), òî èç (2.1) íåìåäëåííî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Êè Ôàíÿ [4]

inf{Φ(w,w) | w ∈ D} ≤ Φ(v∗, w). (2.2)

Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òåîðåìå Êàêóòàíè [1] è îïèñûâàåò ôàêò ñóùåñòâîâà-
íèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè çàäà÷è (1.1).

Â [5, 6] áûëî ðàññìîòðåíî íåðàâåíñòâî, êîòîðîå îòðàæàåò íåêîòîðîå ñåäëîâîå ñâîé-
ñòâî íåïîäâèæíîé òî÷êè è ïîçâîëÿåò ñêîëü óãîäíî òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü ðàâíî-
âåñíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ íåïðåðûâíûõ èëè èòåðàòèâíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ. Ýòî íåðàâåíñòâî èìååò âèä

Φ(w, v∗) ≤ Φ(w, w) ∀w ∈ D. (2.3)

Åñëè ïåðåïèñàòü (2.3) â íåñêîëüêî áîëåå îáùåé ôîðìå

Φ(w, v∗) ≤ sup{Φ(w, w) | w ∈ D}
è ñîïîñòàâèòü åãî ñ íåðàâåíñòâîì Êè Ôàíÿ (2.2), òî ìîæíî âèäåòü, ÷òî îáà íåðàâåí-
ñòâà ñâÿçàíû âçàèìíîé ñèììåòðèåé. Â ñëó÷àå åñëè sup{. . .} = inf{. . .} = Φ(v∗, v∗),
òî îáà ýòè íåðàâåíñòâà îáðàçóþò ñåäëîâóþ ñèñòåìó è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ïîñëåäíåé.

Íåðàâåíñòâî (2.3) íîñèò íåêîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð, òàê êàê ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûé âåêòîð v∗, ïîýòîìó ââåäåì êëàññ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå (2.3) âûïîëíÿ-
åòñÿ âñåãäà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ Φ(v, w) èç Rn×Rn â R1 íàçîâåì êîñîñèììåòðè÷íîé
íà Θ×Θ, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Φ(w,w)− Φ(w, v)− Φ(v, w) + Φ(v, v) ≥ 0 (2.4)

äëÿ âñåõ w ∈ Θ è âñåõ v ∈ Θ. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî âèäà

Φ(w, w)− Φ(w, v∗)− Φ(v∗, w) + Φ(v∗, v∗) ≥ 0 (2.5)

äëÿ âñåõ w èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ v∗ ∈ Ω∗, òî ôóíêöèþ Φ(v, w) áóäåì
íàçûâàòü êîñîñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ðàâíîâåñèÿ.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Θ áóäåò ñîâïàäàòü ëèáî ñ ìíîæåñòâîì Ω,
ëèáî ñ D. Ââåäåííûé êëàññ êîñîñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé íå ïóñò. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ
[2], ÷òî íîðìàëèçîâàííàÿ ôóíêöèÿ Φ(v, w) = L(z, p) − L(x, y), w = (z, y), v = (x, p)
ñåäëîâîé çàäà÷è (1.2) ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé.

Äëÿ êîñîñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé óñëîâèå (2.3) âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè â (2.4) ïîëîæèòü v = v∗ ∈ Ω∗ è ó÷åñòü (2.1), òî ïîëó÷èì (2.3).

3



Êîñîñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè èìåþò ñâîéñòâà, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
àíàëîãè óñëîâèé ìîíîòîííîñòè ãðàäèåíòà è íåîòðèöàòåëüíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé
äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè ôóíêöèÿ Φ(v, w) êîñîñèììåòðè÷íà è âûïóêëà ïî âòîðîé
ïåðåìåííîé, òî åå ÷àñòíûé ãðàäèåíò ∇Φw(v, v) ìîíîòîíåí íà äèàãîíàëè êâàäðàòà
Θ×Θ:

〈∇Φw(w,w)−∇Φw(v, v), w − v〉 ≥ 0 ∀w ∈ Θ, v ∈ Θ.

Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (2.4), åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì âûïóêëîñòè
Φ(v, w) ïî ïåðåìåííîé w:

〈∇f(x), y − x〉 ≤ f(y)− f(x) ≤ 〈∇f(y), y − x〉 (2.6)
äëÿ âñåõ x è y èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà.

Åñëè â (2.6) ïîëîæèòü v = v∗ è ó÷åñòü (2.1) â ôîðìå
〈∇Φw(v∗, v∗), w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ∈ Θ,

òî ïîëó÷èì
〈∇Φw(w,w), w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ∈ Θ. (2.7)

Íåðàâåíñòâî (2.7) ýêâèâàëåíòíî (2.3) äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé è âûïóêëîé ïî w ôóíê-
öèè Φ(v, w). Äëÿ âûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñóùåñòâóåò àíàëîã ýòîãî íåðàâåíñòâà.
Îí èìååò âèä 〈∇Φ(w), w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ∈ Θ (ñì. [7]).

Ñâîéñòâî 2. Ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∇2Φwv(v, v) êîñîñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè
Φ(v, w) íà äèàãîíàëè êâàäðàòà Θ×Θ íåîòðèöàòåëüíà:

〈∇2Φwv(v, v)h, h〉 ≥ 0 ∀h ∈ Rn. (2.8)

Óñëîâèå (2.3) íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííîå îãðàíè÷åíèå íà ïîâåäåíèå öåëåâîé ôóíê-
öèè â îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî ñóùåñòâóþò çàäà÷è (ïðèìåðû ïðèâåäåì íè-
æå), êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ áîëåå æåñòêèå, ÷åì (2.3). Ïóñòü v∗ � èçîëèðîâàííîå
ðàâíîâåñèå; òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ çàäà÷ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå íåðà-
âåíñòâî:

Φ(w,w)− Φ(w, v∗) ≥ γ|w − v∗|1+ν ∀w ∈ Θ. (2.9)
Çäåñü ïàðàìåòð ν ∈ [0,∞), à γ > 0 � êîíñòàíòà. Ïðè ν = 0 èìååì ñëó÷àé îñòðîãî
ðàâíîâåñèÿ, à ïðè ν = 1 � êâàäðàòè÷íîãî.

3. ÏÐÈÌÅÐÛ

Ïðèâåäåííûå íèæå ïðèìåðû ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ èëëþñòðèðóþò ðàçíîîáðàçèå çà-
äà÷, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå (2.3) âûïîëíÿåòñÿ.

1. Ê â à ä ð à ò è ÷ í î å ð à â í î â å ñ è å. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ
íåïîäâèæíîé òî÷êè êâàäðàòè÷íîãî ýêñòðåìàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

v∗ ∈ Argmin

{
1

2
〈Nw,w〉+ 〈Mv∗ + m,w〉 | w ∈ Ω

}
, (3.1)
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ãäå N è M � íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû, ò.å. 〈Nv, v〉 ≥ 0 è 〈Mv, v〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ v ∈
∈ Rn. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî N � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ðàññìîòðèì

Φ(w,w)− Φ(w, v)− Φ(v, w) + Φ(v, v)

=
1

2
〈Nw,w〉+ 〈Mw, w〉+ 〈m,w〉 − 1

2
〈Nv, v〉 − 〈Mv, v〉 − 〈m, v〉−

− 1

2
〈Nw,w〉 − 〈Mv,w〉 − 〈m,w〉+

1

2
〈Nv, v〉+ 〈Mv, v〉+ 〈m, v〉 =

= 〈M(w − v), w − v〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω ∀v ∈ Ω.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìàòðèöà M íåîòðèöàòåëüíà, òî äëÿ Φ(w, v) èç (3.1) âûïîë-
íÿåòñÿ (2.4). Åñëè M ñèëüíî ïîëîæèòåëüíà, òî âûïîëíÿåòñÿ (2.9) ñ ν = 1.

2. Ä ó î ï î ë è ÿ Ê ó ð í î. Ýòî ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèìåð ìîäåëè ïîâåäåíèÿ äâóõ
ìîíîïîëèñòîâ, ïðîèçâîäÿùèõ îäèí è òîò æå òîâàð è êîíêóðèðóþùèõ íà îäíîì è òîì
æå ðûíêå. Óïðîñòèâ ñèòóàöèþ äî ïðåäåëà (äåòàëè ñì. â [8]), ðàññìîòðèì äóîïîëèþ
êàê èãðó äâóõ ëèö, ôóíêöèè ïîòåðü êîòîðûõ îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì:

f1(z, y) = z(z + y − u), f2(z, y) = y(z + y − u), (3.2)

ãäå z ∈ [0, u], y ∈ [0, u], u > 0, z è y � êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïðîèçâîäèìîå ïåðâûì
è âòîðûì ó÷àñòíèêîì ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè âòîðîé ó÷àñòíèê ïðîèçâîäèò y∗ åäèíèö
ïðîäóêöèè, òî ïåðâûé ó÷àñòíèê â ýòîì ñëó÷àå âûáðîñèò íà ðûíîê z∗ = (u − y∗)/2
åäèíèö òîâàðà, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò åãî ôóíêöèîíàëüíûå èçäåðæêè: f1(z, y

∗) =
= z(z + y∗ − u). Àíàëîãè÷íîé ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ y∗ = (u − z∗)/2 ïðèäåðæèâàåòñÿ
âòîðîé ó÷àñòíèê, åñëè åìó èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé èãðîê âûáðîñèë íà ðûíîê z∗ åäèíèö
ïðîäóêöèè. Íåïîäâèæíîé òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ äóîïîëèè ÿâëÿåòñÿ ïàðà z∗ = u/3, y∗ =
= u/3. Ïðè ýòîì èçäåðæêè èãðîêîâ ðàâíû −u2/9.

Äóîïîëèÿ Êóðíî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé èãðîé è ïîýòîìó åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â ôîðìå (3.1). Ïðè ýòîì äëÿ ìàòðèöû M íå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå: 〈Mh, h〉 ≥ 0
äëÿ âñåõ h ∈ Rn. Òåì íå ìåíåå óñëîâèå (2.3) äëÿ ýòîé çàäà÷è âûïîëíåíî. Ïðîâåðèì
ýòî. Âûïèøåì íîðìàëèçîâàííóþ ôóíêöèþ Φ(v, w) äëÿ çàäà÷è (3.2). Ñ ýòîé öåëüþ
ïåðåìåííóþ y â ïåðâîé ôîðìóëå (3.2) îáîçíà÷èì ÷åðåç p. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê
êàê ìèíèìèçàöèÿ f1(z, y) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïåðåìåííîé z. Èç ýòèõ æå ñîîáðàæåíèé
ïåðåìåííóþ z â ôîðìóëå f2(z, y) îáîçíà÷èì ÷åðåç x. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå w =
= (z, y), v = (x, p) è âûïèøåì íîðìàëèçîâàííóþ ôóíêöèþ äëÿ èãðû (3.2)

Φ(v, w) = (z, y)

(
1 0
0 1

)(
z
y

)
+ (x, p)

(
0 1
1 0

)(
z
y

)
− (u, u)

(
z
y

)
.

Ïóñòü w = v∗ = (x∗, p∗), v = w = (z, y), òîãäà (2.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(x∗, p∗)
(

1 0
0 1

)(
x∗

p∗

)
+ (z, y)

(
0 1
1 0

)(
x∗

p∗

)
− (u, u)

(
x∗

p∗

)
≤

≤ (z, y)

(
1 0
0 1

)(
z
y

)
+ (z, y)

(
0 1
1 0

)(
z
y

)
− (u, u)

(
z
y

)
,

Îòñþäà (x∗)2 +(p∗)2 +zp∗+yx∗−ux∗−up∗ ≤ z2 +y2 +2zy−uz−uy. Òàê êàê x∗ = u/3
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è p∗ = u/3, òî −4u2/9 + u(z + y)/3 ≤ (z + y)2 − u(z + y). Îêîí÷àòåëüíî: 0 ≤ [(z + y)−
−2u/3]2.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (2.3) äëÿ èãðû �Äóîïîëèÿ Êóðíî� âûïîëíåíî.
3. Ä è ë å ì ì à ç à ê ë þ ÷ å í í î ã î. Ðàññìîòðèì ïðèìåð êîíå÷íîé èãðû, êîãäà

äâà ó÷àñòíèêà èìåþò ñâîè ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç äâóõ
ýëåìåíòîâ: {I, II} è {1, 2}. Ïóñòü îáà ó÷àñòíèêà çàêëþ÷åíû â òþðüìó çà ñîâåðøåííîå
ïðåñòóïëåíèå è êàæäûé èç íèõ èìååò äâå âîçìîæíîñòè: ÷èñòîñåðäå÷íîå ïðèçíàíèå
(ñòðàòåãèè II è 2) è çàïèðàòåëüñòâî (ñòðàòåãèè I è 1). Ïëàòåæíûå ôóíêöèè äëÿ
êàæäîãî èç íèõ áóäóò ïðèíèìàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: 0, a, b, c, ãäå 0 < a < b < c.
Êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë òðàêòóåòñÿ, íàïðèìåð, êàê �a ëåò òþðüìû�. Ìàòðèöà èãðû
èìååò âèä

1 2
I a, a c, 0
II 0, c b, b

Èç ýòîé ìàòðèöû ñëåäóåò, ÷òî åñëè îáà ó÷àñòíèêà îäíîâðåìåííî çàïèðàþòñÿ èëè
ïðèçíàþòñÿ â ñîâåðøåííîì ïðåñòóïëåíèè, òî ïîëó÷àþò a èëè b ëåò òþðüìû êàæ-
äûé. Åñëè îäèí èç íèõ ïðèçíàåòñÿ, à äðóãîé çàïèðàåòñÿ, òî ïåðâûé îñâîáîæäàåòñÿ,
à âòîðîé ïîëó÷àåò c ëåò òþðüìû.

Ïàðà ñòðàòåãèé (II, 2) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì (íåêîîïåðàòèâíûì) ðåøåíèåì ýòîé
èãðû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåðèì ñîîòíîøåíèÿ (2.1)

f1(II, 2) = b < f1(I, 2) = c, f2(II, 2) = b < f2(II, 1) = c.

Íåèñ÷èñëèìîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàòåëåé ïðîâåðÿëî ñâîè èäåè è ìåòîäû íà ýòîé
èãðå. Ïðîâåðèì è ìû ñâîè. Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ ýòîé çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(2.3). Ïóñòü Φ(v, w) = f1(z, p) + f2(x, y), ãäå v = (x, p), w = (z, y); òîãäà ñîîòíîøåíèå
(2.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f1(x
∗, y) + f2(z, p

∗) ≤ f1(z, y) + f2(z, y),

ãäå x∗, p∗ = (II, 2). Òîãäà f1(II, y) + f2(z, 2) ≤ f1(z, y) + f2(z, y). Çäåñü ïåðåìåííàÿ
z ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {I, II}, à ïåðåìåííàÿ y � èç ìíîæåñòâà {1, 2}.
Âû÷èñëèâ íåðàâåíñòâî (2.3) ïîñëåäîâàòåëüíî â òî÷êàõ z = I, y = 1; z = II, y = 1;
z = I, y = 2; z = II, y = 2, ïîëó÷èì ñèñòåìó ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ: 0 ≤ 2a; b = b;
b ≤ c; 2b = 2b. Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ âåðíû, òî ýòî óáåæäàåò íàñ, ÷òî
óñëîâèå (2.3) äëÿ èãðû �Äèëåììà çàêëþ÷åííîãî� âûïîëíåíî.

4. ÌÅÒÎÄÛ ÏÐÎÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈÈ

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê îáñóæäåíèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), ñäåëàåì
ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Ïðåäñòàâèì íåðàâåíñòâà (2.1) è (2.3) â ôîðìå

Φ(w, v∗)− Φ(w, w) ≤ Φ(v∗, v∗)− Φ(v∗, v∗) ≤ Φ(v∗, w)− Φ(v∗, v∗) ∀w ∈ D. (4.1)

Ââåäåì ôóíêöèþ Ψ(v, w) = Φ(v, w) − Φ(v, v) è ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ (4.1) çàïèøåì â âèäå

Ψ(w, v∗) ≤ Ψ(v∗, v∗) ≤ Ψ(v∗, w) ∀w ∈ D.
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Èç ýòîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà v∗, v∗ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé äëÿ ôóíêöèè
Ψ(v, w). Îäíàêî ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïðèíîñèò ìàëî ïîëüçû, òàê êàê ôóíêöèÿ
Ψ(v, w) íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê, ïîñêîëüêó ñåä-
ëîâûå ìåòîäû [2] òðåáóþò âûïóêëîñòè ïî îäíîé è âîãíóòîñòè ïî äðóãîé ïåðåìåííîé.
Ôóíêöèÿ Ψ(v, w) íå ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïî v, õîòÿ è âûïóêëà ïî w. Åñëè âñå æå ïîïû-
òàòüñÿ ïîñòðîèòü ìåòîäû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñåäëà äëÿ Ψ(v, w), òî ýòè ìåòîäû äîëæíû
ñîäåðæàòü ïðîöåäóðó ñäâèãà, êàê ïî v, òàê è ïî w; â ñèëó ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ñâîé-
ñòâà ñõîäèìîñòè ìåòîäà áóäóò ïëîõèå, òàê êàê ïî ïåðåìåííîé v ôóíêöèÿ íå âîãíóòà.
Â ïîäõîäàõ, ðàçâèâàåìûõ àâòîðîì ýòîé ðàáîòû, äâèæåíèå ê ðàâíîâåñèþ (â ÷àñòíîñòè,
ê ñåäëó) ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå ïåðåñ÷åòà èòåðàöèé òîëüêî ïî îäíîé ïåðåìåííîé
w è ïðè ýòîì ïðîöåññ ìîíîòîííî (ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà) ñõîäèòñÿ ê ðàâíîâåñèþ â
îáùåì ñëó÷àå.

Ñëåäóÿ ïðèâû÷íîé ñõåìå âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ââåäåì ôóíêöèþ Ëà-
ãðàíæà äëÿ çàäà÷è (1.1)

L(v∗, w, p) = Φ(v∗, w) + 〈p, g(w)〉, w ∈ Ω, p ≥ 0.

Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (íàïðèìåð, âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ Ñëåéòåðà) ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè
ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(v∗, w, p):

Φ(v∗, v∗) + 〈p, g(v∗)〉 ≤ Φ(v∗, v∗) + 〈p∗, g(v∗)〉 ≤
≤ Φ(v∗, w) + 〈p∗, g(w)〉 ∀w ∈ Ω, p ≥ 0.

(4.2)

Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â äðóãîé, íî ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå, óäîáíîé äëÿ äàëüíåéøèõ
ðàññóæäåíèé:

v∗ ∈ Argmin{Φ(v∗, w) + 〈p∗, g(w)〉 | w ∈ Ω},
p∗ = π+(p∗ + αg(v∗)),

(4.3)

ãäå π+(. . .) � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà íà ïîëîæèòåëüíûé îð-
òàíò Rn

+.
Äëÿ ðåøåíèÿ ðàâíîâåñíîé çàäà÷è (4.3) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåòîäû äâóõ âèäîâ:

ÿâíûå è íåÿâíûå. Íåÿâíûå ìåòîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èòåðàòèâíûå ïðîöåññû, íà
êàæäîé èòåðàöèè êîòîðûõ ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ðåãóëÿðèçîâàííàÿ ðàâíîâåñ-
íàÿ çàäà÷à. Â ýòîì ïîäõîäå èñõîäíàÿ çàäà÷à, êàê ïðàâèëî âûðîæäåííàÿ, çàìåíÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíèõ
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, ðàçâèòûå àâòîðîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê ýêñòðåìàëüíûõ îòîáðàæåíèé [5], [6]. Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èñõîäíûå
äàííûå çàäà÷è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåãóëÿðèçîâàííûõ ðàâíîâåñ-
íûõ ðåøåíèé ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è.

ßâíûå ìåòîäû èìåþò áîëåå ñëîæíûå èòåðàòèâíûå ôîðìóëû, íî çàòî íà êàæäîé
èòåðàöèè òàêèõ ìåòîäîâ ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñèëüíî
âûïóêëîé ôóíêöèè íà ïðîñòîì ìíîæåñòâå. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ýòèõ ìåòîäîâ,
åñëè äëèíà øàãà îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé.

Îäíèì èç ïåðâûõ ìåòîäîâ, êîòîðûé ðàññìîòðèì äëÿ ðåøåíèÿ ðàâíîâåñíîé çà-
äà÷è (1.1), ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðîêñèìàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò
ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà. Åãî èòåðàòèâíûå ôîðìóëû èìåþò âèä

vn+1 = argmin

{
1

2
|w − vn|2 + αM(vn+1, w, pn) | w ∈ Ω

}
, (4.4)

7



pn+1 = π+(pn + αg(vn+1)), (4.5)

ãäå
M(v, w, p) = Φ(v, w) +

1

2α
|π+(p + αg(w))|2 − 1

2α
|p|2

îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ v, w ∈ Rn × Rn, p ≥ 0. Çäåñü vn, pn � íàéäåííîå ïðèáëèæå-
íèå, à vn+1, pn+1 � èñêîìîå ðåøåíèå. Âûðàæåíèå (4.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíå-
íèå îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ vn+1, êîòîðûå âõîäÿò êàê â ëåâóþ, òàê è â ïðàâóþ
÷àñòü âûðàæåíèÿ (íåÿâíàÿ ñõåìà). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå R(v, w, vn, pn) = |w− vn|2/2+
αM(v, w, pn); òîãäà óðàâíåíèå (4.4) ìîæíî çàïèñàòü êàê çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êè ýêñòðåìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

vn+1 = argmin{R(vn+1, w, vn, pn) | w ∈ Ω}.
Ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èññëåäîâàëèñü â [5, 6].

Ïðîöåññ (4.4), (4.5) åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåòîä ïðîêñèìàëüíîé ðåãóëÿ-
ðèçàöèè, â êîòîðîì ðåãóëÿðèçàöèÿ (âûðîæäåííîé) ôóíêöèè Φ(v, w) îñóùåñòâëÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà |w−vn|2/2, ïðè ýòîì ôóíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ
çàäà÷è ó÷èòûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà.

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíê-
öèè Φ(v, w) è g(w) ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïóêëûìè ïî ïåðåìåííîé w, íî íåîáÿçàòåëüíî
äèôôåðåíöèðóåìûìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ýòè ôóíêöèè â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èìå-
þò ñóáäèôôåðåíöèàëû. Èçâåñòíî, ÷òî â òî÷êàõ ìèíèìóìà ñóáäèôôåðåíöèàë ìèíè-
ìèçèðóåìîé ôóíêöèè âñåãäà ñîäåðæèò òàêîé ñóáãðàäèåíò, ÷òî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îò-
âå÷àþùàÿ ýòîìó ñóáãðàäèåíòó, íåîòðèöàòåëüíà íà äîïóñòèìîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå.
Ïðîåêòèðóÿ ýòó ñèòóàöèþ íà ìåòîä (4.4), (4.5), â êîòîðîì òî÷êè vn+1, pn+1 ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè ìèíèìóìà ñâîèõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèì ýòîò ïðîöåññ â ôîðìå âàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ

〈vn+1 − vn + α∇Φw(vn+1, vn+1) + α∇g>(vn+1)π+(pn + αg(vn+1)), w − vn+1〉 ≥ 0, (4.6)
〈pn+1 − pn − αg(vn+1), p− pn+1〉 ≥ 0. (4.7)

Íåðàâåíñòâà âåðíû äëÿ âñåõ w ∈ Ω è âñåõ p ≥ 0. Çäåñü ∇Φw(v, w) � âåêòîð-ñóáãðàäè-
åíò ôóíêöèè Φ(v, w) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé w, ∇g>(v) � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàò-
ðèöà, â êîòîðîé êàæäûé ñòîëáåö åñòü âåêòîð-ñóáãðàäèåíò ñîîòâåòñòâóþùåé ñêàëÿð-
íîé ôóíêöèè âåêòîðà g(v).

Ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä (4.4), (4.5) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíî-
âåñíûõ ðåøåíèé çàäà÷è; ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî Θ èç íåðàâåíñòâà
(2.5) ñîâïàäàåò ñ Ω.

Òåîðåìà 1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.1) íå ïóñòî è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (2.5), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ w ∈ Ω, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Φ(v, w) íåïðå-
ðûâíà ïî v è âûïóêëà ïî w ïðè êàæäîì v ∈ Ω, g(w) � âûïóêëàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ,
Ω ⊆ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, ïîðîæäåí-
íàÿ ìåòîäîì (4.4), (4.5), ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ
ðåøåíèé, ò.å. vn → v∗ ∈ Ω∗ ïðè n →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì â (4.6) w = v∗; òîãäà ñ ó÷åòîì (4.5) èìååì

〈vn+1 − vn + α∇Φw(vn+1, vn+1) + α∇g>(vn+1)pn+1, v∗ − vn+1〉 ≥ 0. (4.8)
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà âûïóêëîñòè (2.6), ïðåîáðàçóåì (4.8)

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉 + α[Φ(vn+1, v∗)− Φ(vn+1, vn+1)]+

+ α〈pn+1, g(v∗)− g(vn+1)〉 ≥ 0.
(4.9)

Ïîëîæèì w = vn+1 â íåðàâåíñòâå (4.2) è âûïèøåì åãî â âèäå

Φ(v∗, vn+1)− Φ(v∗, v∗) + 〈p∗, g(vn+1)− g(v∗)〉 ≥ 0. (4.10)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (4.9) è (4.10); òîãäà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉 − α[Φ(vn+1, vn+1)− Φ(vn+1, v∗)]− Φ(v∗, vn+1)+

+ Φ(v∗, v∗)) + α〈pn+1 − p∗, g(v∗)− g(vn+1)〉 ≥ 0.
(4.11)

Äàëåå, ïîëîæèâ p = p∗ â íåðàâåíñòâå (4.7), ïîëó÷èì

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 − α〈g(vn+1), p∗ − pn+1〉 ≥ 0. (4.12)

Ñëîæèì (4.11) è (4.12). Ó÷èòûâàÿ (2.5), à òàêæå 〈pn+1, g(v∗)〉 ≤ 0, 〈p∗, g(v∗)〉 = 0,
ïîëó÷àåì

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 ≥ 0.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

|x1 − x3|2 = |x1 − x2|2 + 2〈x1 − x2, x2 − x3〉+ |x2 − x3|2, (4.13)

ðàçëîæèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà ñóììó
êâàäðàòîâ

|vn+1 − v∗|2 + |pn+1 − p∗|2 + |vn+1 − vn|2 + |pn+1 − pn|2 ≤
≤ |vn − v∗|2 + |pn − p∗|2. (4.14)

Ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâî (4.14) îò n = 0 äî n = N :

|vN+1 − v∗|2 + |pN+1 − p∗|2 +
k=N∑
k=0

|vk+1 − vk|2 +
k=N∑
k=0

|pk+1 − pk|2 ≤
≤ |v0 − v∗|2 + |p0 − p∗|2.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè

|vN+1 − v∗|2 + |pN+1 − p∗|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |p0 − p∗|2, (4.15)

à òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

k=0

|vk+1 − vk|2 < ∞,

∞∑

k=0

|pk+1 − pk|2 < ∞,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èí

|vn+1 − vn|2 → 0, |pn+1 − pn|2 → 0, n →∞. (4.16)
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Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, pn îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v′, p′ òàêîé,
÷òî vni → v′, pni → p′ ïðè ni →∞, è ïðè ýòîì

|vni+1 − vni|2 → 0, |pni+1 − pni|2 → 0.

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (4.6), (4.7) äëÿ âñåõ ni →∞ è, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó-
÷èì:

〈∇Φw(v′, v′) +∇g>(v′)p′, w − v′〉 ≥ 0, p′ = π+(p′ + αg(v′)).

Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû (4.2), òî v′ = v∗ ∈ Ω∗, p′ = p∗ ≥ 0, ò.å. ëþ-
áàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn, pn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óñëîâèå
ìîíîòîííîñòè óáûâàíèÿ âåëè÷èíû |vn − v∗| + |pn − p∗| îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü
ïðåäåëüíîé òî÷êè, ò.å. ñõîäèìîñòü vn → v∗, pn → p∗ ïðè n → ∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèíöèïèàëüíóþ ëîãè÷åñêóþ
ñõåìó, êîòîðóþ ïðè æåëàíèè ìîæíî îáîáùèòü, åñëè ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îïå-
ðèðîâàòü ñ ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è è â óñëîâèÿõ, êîãäà
ôóíêöèè Φ(v, w) è g(w) çàäàíû ïðèáëèæåííî.

5. ÏÐÎÃÍÎÇÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÏÐÎÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖÈÈ

Â îñíîâå ìåòîäà (4.4), (4.5) ëåæèò ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà. Áëà-
ãîäàðÿ ýòîìó îáñòîÿòåëüñòâó ìåòîä ñõîäèòñÿ. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çà ýòî ïðè-
õîäèòñÿ ðàñïëà÷èâàòüñÿ ïîòåðåé ñâîéñòâ äåêîìïîçèöèè, ò.å. åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à
èìååò áëî÷íî-ñåïàðàáåëüíóþ ñòðóêòóðó (à íîðìàëèçîâàííàÿ ôîðìà èãðû n ëèö âñå-
ãäà èìååò òàêóþ ñòðóêòóðó), êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èñõîäíóþ çàäà÷ó äåêîìïîçèðîâàòü
íà íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è, òî èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà ïðèâîäèò ê ïîòåðå ýòîé ñòðóêòóðû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âìåñòî ìîäèôèöèðî-
âàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà èñïîëüçîâàòü îáû÷íóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, òî áëî÷íî-
ñåïàðàáåëüíàÿ ñòðóêòóðà çàäà÷è ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñåãî-íàâñåãî ëèíåéíóþ ñâåðòêó öåëåâîé ôóíêöèè è ôóíêöèî-
íàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â èòåðàòèâíûõ ìåòîäàõ èñïîëü-
çóåòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (âìåñòî ìîäèôèöèðîâàííîé), òî âñïîìîãàòåëüíàÿ îïòè-
ìèçàöèîííàÿ çàäà÷à íà êàæäîé èòåðàöèè ýòèõ ìåòîäîâ ðàñïàäàåòñÿ (äåêîìïîçèðóåò-
ñÿ) íà ðÿä íåçàâèñèìûõ ïîäçàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èìååò
áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ èãðîâûõ çàäà÷, ïîñêîëüêó îíè, êàê ïðàâèëî, èìåþò áîëüøóþ
ðàçìåðíîñòü.

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì àíàëîã ìåòîäà (4.4), (4.5), â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò
îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà. Ïóñòü vn, pn � íàéäåííîå ïðèáëèæåíèå; òîãäà ñëåäó-
þùåå ïðèáëèæåíèå vn+1, pn+1 íàéäåì ïî ôîðìóëàì

p̄n = π+(pn + αg(vn)),

vn+1 = argmin

{
1

2
|w − vn|2 + αL(vn+1, w, p̄n) | w ∈ Ω

}
,

pn+1 = π+(pn + αg(vn+1)),

(5.1)

ãäå
L(v, w, p) = Φ(v, w) + 〈p, g(w)〉.
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Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

1

2
|z∗ − x|2 + αf(z∗) ≤ 1

2
|z − x|2 + αf(z)− 1

2
|z − x∗|2, (5.2)

ãäå z ∈ Q, à z∗ � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè |z − x|2/2 + αf(z) íà ìíîæåñòâå Q ïðè
ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå x. Íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáûõ âûïóêëûõ, íå îáÿçàòåëüíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé [2].

Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ (5.1) â âèäå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Âòîðîå óðàâíåíèå èç
(5.1) çàïèøåì â ôîðìå (5.2)

1

2
|vn+1 − vn|2 + αΦ(vn+1, vn+1) + α〈p̄n, g(vn+1)〉 ≤

≤ 1

2
|w − vn|2 + αΦ(vn+1, w) + α〈p̄n, g(w)〉 − 1

2
|vn+1 − w|2 ∀w ∈ Ω,

(5.3)

à ïåðâîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ � â âèäå

〈p̄n − pn − αg(vn), p− p̄n〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0, (5.4)

〈pn+1 − pn − αg(vn+1), p− pn+1〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0. (5.5)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ g(w) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà â ôîðìå

|g(w + h)− g(w)| ≤ |g| |h| (5.6)
äëÿ âñåõ w, w + h ∈ Ω, ãäå |g| � êîíñòàíòà. Îöåíèì âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ äâóõ âåê-
òîðîâ p̄n è pn+1. Èç (5.1) ñ ó÷åòîì (5.6) èìååì

|p̄n − pn+1| ≤ α|g(vn)− g(vn+1)| ≤ α|g| |vn − vn+1|. (5.7)

Äîêàæåì ìîíîòîííóþ (ïî íîðìå) ñõîäèìîñòü ìåòîäà (5.1) ê îäíîìó èç ðàâíîâåñ-
íûõ ðåøåíèé çàäà÷è.

Òåîðåìà 2. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.1) íå ïóñòî è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (2.5), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ w ∈ Ω, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Φ(v, w) íåïðå-
ðûâíà ïî v è âûïóêëà ïî w ïðè êàæäîì v ∈ Ω, âûïóêëàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ g(w)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (5.6), Ω ⊆ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü vn, ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (5.1) ñ ïàðàìåòðîì 0 < α < (

√
2|g|)−1,

ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé, ò.å. vn → v∗ ∈ Ω∗

ïðè n →∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì w = v∗ â (5.3)

1

2
|vn+1 − vn|2 + αΦ(vn+1, vn+1) + α〈p̄n, g(vn+1)〉 ≤

≤ 1

2
|v∗ − vn|2 + αΦ(vn+1, v∗) + α〈p̄n, g(v∗)〉 − 1

2
|vn+1 − v∗|2

è w = vn+1 â (4.2)

Φ(v∗, v∗) + 〈p∗, g(v∗)〉 ≤ Φ(v∗, vn+1) + 〈p∗, g(vn+1)〉.
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Ñëîæèì îáà íåðàâåíñòâà

1

2
|vn+1 − v∗|2 +

1

2
|vn+1 − vn|2+

+ α[Φ(vn+1, vn+1)− Φ(vn+1, v∗)− Φ(v∗, vn+1) + Φ(v∗, v∗)]+

+ α〈p̄n − p∗, g(vn+1)− g(v∗)〉 ≤ 1

2
|v∗ − vn|2.

(5.8)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (5.4), (5.5). Ïîëîæèì p = p∗ â (5.5):

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 − α〈g(vn+1), p∗ − pn+1〉 ≥ 0 (5.9)

è p = pn+1 â (5.4)

〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉 + α〈g(vn+1)− g(vn), pn+1 − p̄n〉−
− α〈g(n+1), pn+1 − p̄n〉 ≥ 0,

(5.10)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì íåðàâåíñòâå îöåíèì ñ ïîìîùüþ (5.6), (5.7), à çàòåì íåðàâåí-
ñòâà (5.9) è (5.10) ñëîæèì

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+ 〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+
+ α2|g|2 |vn+1 − vn|2 − α〈g(vn+1), p∗ − p̄n〉 ≥ 0.

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (4.13) ðàçëîæèì äâà ïåðâûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ â
ñóììó êâàäðàòîâ

1

2
|pn+1 − p∗|2 +

1

2
|pn+1 − p̄n|2 +

1

2
|p̄n − pn|2−

− α2|g|2 |vn+1 − vn|2 + α〈g(vn+1), p∗ − p̄n〉 ≤ 1

2
|pn − p∗|2.

(5.11)

Äàëåå ñëîæèì íåðàâåíñòâà (5.8) è (5.11). Ó÷èòûâàÿ (2.5), à òàêæå 〈p̄n, g(v∗)〉 ≤ 0,
〈p∗, g(v∗)〉 = 0, ïîëó÷àåì

|vn+1 − v∗|2 + (1− 2α2|g|2)|vn+1 − v∗|2 + |pn+1 − p∗|2+
+ |pn+1 − p̄n|2 + |p̄n − pn|2 ≤ |vn − v∗|2 + |pn − p∗|2. (5.12)

Íåðàâåíñòâî (5.12) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì àíàëîãîì (4.14), ïîýòîìó åñëè 0 < α <
< (

√
2|g|)−1, òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæåò áûòü çàâåðøåíî ïî ñõåìå òåîðåìû 2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî îáîáùèòü, åñëè ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà

âñïîìîãàòåëüíîå ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî, à èñõîäíûå
äàííûå çàäà÷è çàäàíû íåòî÷íî.

6. ÏÐÎÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÏÐÎÃÍÎÇÍÛÉ ÌÅÒÎÄ

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ðàññìàòðèâàëèñü íåÿâíûå èòåðàòèâíûå ñõåìû, ò.å. ñõå-
ìû, êîãäà ïåðåìåííûå, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ðåøàþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óðàâíåíèÿ
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íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîöåññà, âõîäÿò êàê â ïðàâóþ, òàê è â ëåâóþ ÷àñòè ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ. Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî ôàêòà íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü
ðåãóëÿðèçîâàííóþ ðàâíîâåñíóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñàìà ïî ñåáå íå èç
ëåãêèõ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè îðãàíèçîâàòü âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé çà-
äà÷è ìû èìåëè îäíó èëè íåñêîëüêî îáû÷íûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñèëüíî âûïóêëîé
ôóíêöèè íà ïðîñòîì ìíîæåñòâå. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé. ×òîáû óáå-
äèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì îäíó èç âîçìîæíûõ ïðîêñèìàëüíûõ èòåðàòèâíûõ ñõåì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v0, p0 � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå; òîãäà ñëåäóþùèå ìîæíî âû-
÷èñëèòü ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

p̄n = π+(pn + αg(vn)),

ūn = argmin

{
1

2
|w − vn|2 + αL(vn, w, p̄n) | w ∈ Ω

}
,

vn+1 = argmin

{
1

2
1|w − vn|2 + αL(ūn, w, p̄n) | w ∈ Ω

}
,

pn+1 = π+(pn + αg(ūn)),

(6.1)

ãäå
L(v, w, p) = Φ(v, w) + 〈p, g(w)〉.

Ïðåäñòàâèì ýòîò ïðîöåññ â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Ïåðâîå è ÷åòâåðòîå
óðàâíåíèÿ èç (6.1) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ çàïè-
øåì â âèäå

〈p̄n − pn − αg(vn), p− p̄n〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0 (6.2)
è

〈pn+1 − pn − αg(ūn), p− pn+1〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0. (6.3)
Âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèå ïðåäñòàâèì â ôîðìå (5.2)

1

2
|ūn − vn|2 + αΦ(vn, ūn) + α〈p̄n, g(ūn)〉 ≤

≤ 1

2
|w − vn|2 + αΦ(vn, w) + α〈p̄n, g(w)〉 − 1

2
|w − ūn|2 ∀w ∈ Ω

(6.4)

è
1

2
|vn+1 − vn|2 + αΦ(ūn, vn+1) + α〈p̄n, g(vn+1)〉 ≤

≤ 1

2
|w − vn|2 + αΦ(ūn, w) + α〈p̄n, g(w)〉 − 1

2
|vn+1 − w|2 ∀w ∈ Ω.

(6.5)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(v, w) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
òèïà Ëèïøèöà â ôîðìå

|[Φ(w + h, v + k)− Φ(w + h, v)]− [Φ(w, v + k)− Φ(w, v)]| ≤ |Φ| |h| |k| (6.6)

äëÿ âñåõ w, w+h ∈ Ω, v, v+k ∈ Ω, ãäå |Φ|� êîíñòàíòà. Êëàññ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé ýòîìó óñëîâèþ, íå ïóñò [2]. Êðîìå òîãî, âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ g(w) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

|g(w + h)− g(w)| ≤ |g| |h| (6.7)
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äëÿ âñåõ w,w + h ∈ Ω, ãäå |g| � êîíñòàíòà.
Ïîëó÷èì îöåíêó îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ vn+1 è ūn äðóã îò äðóãà. Ñ ýòîé öåëüþ â

íåðàâåíñòâå (6.4) ïîëîæèì w = vn+1, à â íåðàâåíñòâå (6.5) ïðåäïîëîæèì w = ūn:

1

2
|ūn − vn|2 + αΦ(vn, ūn) + α〈p̄n, g(ūn)〉 ≤

≤ 1

2
|vn+1 − vn|2 + αΦ(vn, vn+1) + α〈p̄n, g(vn+1)〉 − 1

2
|vn+1 − ūn|2,

è
1

2
|vn+1 − vn|2 + αΦ(ūn, vn+1) + α〈p̄n, g(vn+1)〉 ≤

≤ 1

2
|ūn − vn|2 + αΦ(ūn, ūn) + α〈p̄n, g(ūn)〉 − 1

2
|ūn − vn+1|2.

Çàòåì ñëîæèì îáà íåðàâåíñòâà:

|ūn − vn+1|2 + α[Φ(vn, ūn)− Φ(vn, vn+1)− Φ(ūn, ūn) + Φ(ūn, vn+1)] ≤ 0.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (6.6) èìååì

|ūn − vn+1| ≤ α|Φ| |vn − ūn|. (6.8)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ (6.1) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñ-
íûõ ðåøåíèé.

Òåîðåìà 3. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.1) íå ïóñòî è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (2.5), êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ w ∈ Ω, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Φ(v, w) íåïðå-
ðûâíà ïî v è âûïóêëà ïî w ïðè êàæäîì v ∈ Ω, Ω ⊆ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî, êðîìå òîãî, ôóíêöèè Φ(v, w) è g(w) âûïóêëû ïî w è óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (6.6), (6.7), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (6.1) ñ ïà-
ðàìåòðîì 0 < α < (

√
2(|Φ|2 + |g|2))−1, ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç

ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé, ò.å. vn → v∗ ∈ Ω∗ ïðè n →∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì w = v∗ â (6.5); òîãäà

1

2
|vn+1 − vn|2 + αΦ(ūn, vn+1) + α〈p̄n, g(vn+1)〉 ≤

≤ 1

2
|v∗ − vn|2 + αΦ(ūn, v∗) + α〈p̄n, g(v∗)〉 − 1

2
|vn+1 − v∗|2.

Îòñþäà èìååì
1

2
|vn+1 − v∗|2 +

1

2
|vn+1 − vn|2 + α[Φ(ūn, vn+1)− Φ(ūn, v∗)]+

+ α〈p̄n, g(vn+1)− g(v∗)〉 ≤ 1

2
|vn − v∗|2.

(6.9)

Ïîëîæèì w = vn+1 â (6.4)

1

2
|ūn − vn|2 + αΦ(vn, ūn) + α〈p̄n, g(ūn)〉 ≤

≤ 1

2
|vn+1 − vn|2 + αΦ(vn, vn+1) + α〈p̄n, g(vn+1)〉 − 1

2
|vn+1 − ūn|2.
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Îòñþäà
1

2
|vn+1 − ūn|2 +

1

2
|ūn − vn|2 + α[Φ(vn, ūn)− Φ(vn, vn+1)]+

+ α〈p̄n, g(ūn)− g(vn+1)〉 ≤ 1

2
|vn+1 − vn|2.

(6.10)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (6.9) è (6.10)
1

2
|vn+1 − v∗|2 +

1

2
|vn+1 − ūn|2 +

1

2
|ūn − vn|2 + α[Φ(ūn, ūn)− Φ(ūn, v∗)]−

− α[Φ(ūn, ūn)− Φ(ūn, vn+1)− Φ(vn, ūn) + Φ(vn, vn+1)]+

+ α〈p̄n, g(ūn)− g(v∗)〉 ≤ 1

2
|vn − v∗|2.

(6.11)

Ïîëîæèì w = ūn â íåðàâåíñòâå (4.2) è âûïèøåì åãî â âèäå
Φ(v∗, v∗) + 〈p∗, g(v∗)〉 ≤ Φ(v∗, ūn) + 〈p∗, g(ūn)〉.

Ñëîæèì ýòî íåðàâåíñòâî ñ (6.11). Ñ ó÷åòîì (6.6) � (6.8) èìååì
1

2
|vn+1 − v∗|2 +

1

2
|vn+1 − ūn|2 +

(
1

2
− α2|Φ|2

)
|ūn − vn|2+

+ α[Φ(ūn, ūn)− Φ(ūn, v∗)− Φ(v∗, ūn) + Φ(v∗, v∗)]+

+ α〈p̄n − p∗, g(ūn)− g(v∗)〉 ≤ |vn − v∗|2.
(6.12)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (6.2) è (6.3). Ïîëîæèì p = p∗ â (6.3):
〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 − α〈g(ūn), p∗ − pn+1〉 ≥ 0, (6.13)

è p = pn+1 â (6.2):
〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉 + α〈g(ūn)− g(vn), pn+1 − p̄n〉−

− α〈g(ūn), pn+1 − p̄n〉 ≥ 0.
(6.14)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì íåðàâåíñòâå îöåíèì ñ ïîìîùüþ (6.7), à çàòåì íåðàâåíñòâà
(6.13) è (6.14) ñëîæèì:

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+ 〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+
+ α2|g|2 |ūn − vn|2 − α〈g(ūn), p∗ − p̄n〉 ≥ 0,

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (4.13) ðàçëîæèì äâà ïåðâûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ â
ñóììó êâàäðàòîâ:

1

2
|pn+1 − p∗|2 +

1

2
|pn+1 − p̄n|2 +

1

2
|p̄n − pn|2 − α2|g|2 |ūn − vn|2+

+ α〈g(ūn), p∗ − p̄n〉 ≤ 1

2
|pn − p∗|2.

(6.15)

Äàëåå ñëîæèì (6.12) è (6.15). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 〈pn+1, g(v∗)〉 ≤ 0, 〈p∗, g(v∗)〉 = 0, à
òàêæå îöåíêó (2.5), èìååì

1

2
|vn+1 − v∗|2 +

1

2
|pn+1 − p∗|2 +

1

2
|vn+1 − ūn|2+

+

[(
1

2
− α2(|Φ|2 + |g|2)

)]
|ūn − vn|2 +

1

2
|pn+1 − p̄n|2 +

1

2
|p̄n − pn|2 ≤

≤ 1

2
|vn − v∗|2 +

1

2
|pn − p∗|2.

(6.16)
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Ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâî (6.16) îò n = 0 äî n = N

|vN+1 − v∗|2 + |pN+1 − p∗|2 + 2d
k=N∑
k=0

|ūk − vk|2 +
k=N∑
k=0

|vk+1 − ūk|2+

+
k=N∑
k=0

|pk+1 − p̄k|2 +
k=N∑
k=0

|p̄k − pk|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |p0 − p∗|2,

ãäå d = 1/2−α2(|Φ|2 + |g|2) > 0. Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü
òðàåêòîðèè

|vN+1 − v∗|2 + |pN+1 − p∗|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |p0 − p∗|2,
à òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

k=0

|ūk− vk|2 < ∞,

∞∑

k=0

|vk+1− ūk|2 < ∞,

∞∑

k=0

|pk+1− p̄k|2 < ∞,

∞∑

k=0

|p̄k−pk|2 < ∞,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èí

|ūn − vn|2 → 0, |vn+1 − ūn|2 → 0, |pn+1 − p̄n|2 → 0, |p̄n − pn|2 → 0, n →∞.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, pn îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v′, p′ òàêîé,
÷òî vni → v′, pni → p′ ïðè ni →∞ è ïðè ýòîì

|vni+1 − ūni|2 → 0, |ūni − vni|2 → 0, |pni+1 − p̄ni|2 → 0, |p̄ni − pni|2 → 0.

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (6.3), (6.5) äëÿ âñåõ ni →∞ è, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó-
÷èì:

p′ = π+(p′ + αg(v′)), Φ(v′, v′) + 〈p′, g(v′)〉 ≤ Φ(v′, w) + 〈p′, g(w)〉
äëÿ âñåõ w ∈ Ω.

Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû (4.3), òî v′ = v∗ ∈ Ω∗, p′ = p∗ ≥ 0,
ò.å. ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn, pn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è.
Óñëîâèå ìîíîòîííîñòè óáûâàíèÿ âåëè÷èíû |vn − v∗| + |pn − p∗| îáåñïå÷èâàåò åäèí-
ñòâåííîñòü ïðåäåëüíîé òî÷êè, ò.å. ñõîäèìîñòü vn → v∗, pn → p∗ ïðè n →∞. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Â äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ (4.4), (5.1) è (6.1) âàæíóþ ðîëü èãðàåò óñëî-
âèå (2.5). Ýòî óñëîâèå áîëåå îãðàíè÷èòåëüíî, ÷åì (2.3). Âïîëíå âîçìîæíî, ÷òî óñëî-
âèå (2.3) äëÿ íåêîòîðîé çàäà÷è âûïîëíåíî (íàïðèìåð, Äóîïîëèÿ Êóðíî), à (2.5) �
íåò. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðåííûå ìåòîäû âñå ðàâíî ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû, åñ-
ëè îñíîâûâàòüñÿ íà ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ
òåîðåì 2, 3 ñëàãàåìûå ëåâûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ (4.9), (5.8) è (6.11) èìåþò äâà ÷ëåíà, ñ
êîòîðûìè âîçíèêàþò íåêîòîðûå ïðîáëåìû. Ïåðâûé èç íèõ, à èìåííî ñëàãàåìîå âèäà
Φ(ūn, v∗)− Φ(ūn, ūn), íå äîñòàâëÿåò îñîáûõ õëîïîò, òàê êàê åãî ìîæíî îöåíèòü ñ ïî-
ìîùüþ (2.3). Ñî âòîðûì ñëàãàåìûì, à èìåííî ñëàãàåìûì âèäà 〈pn+1, g(v∗) − g(ūn)〉,
ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå, òàê êàê íàì íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòîò ÷ëåí áûë íåïî-
ëîæèòåëüíûì. Ïîýòîìó èñïîëüçóåì îöåíêó 〈pn+1, g(v∗) − g(ūn)〉 ≤ 0, èñõîäÿ èç òîãî
ôàêòà, ÷òî 〈pn+1, g(v∗)〉 ≤ 0, à âåëè÷èíó g(ūn) (èëè, åùå ëó÷øå, 〈pn+1, g(ūn)〉) áóäåì
ñ÷èòàòü íåîòðèöàòåëüíîé, òàê êàê ëþáîé èç ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ âíåø-
íèì ïî îòíîøåíèþ ê äîïóñòèìîé îáëàñòè D = {w | g(w) ≤ 0}. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè
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íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå v0 óäîâëåòâîðÿëî óñëîâèþ g(v0) ≥ 0, òî è âñå ïîñëåäóþ-
ùèå ïðèáëèæåíèÿ ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ åìó áóäóò óäîâëåòâîðÿòü, ò.å. g(vn) ≥ 0.
Êðîìå òîãî, ïîñëåäíåå óñëîâèå âñåãäà ìîæíî ïðîâåðèòü ïî õîäó ðåàëèçàöèè ìåòîäà.

Ñ ó÷åòîì âûñêàçàííûõ ñîîáðàæåíèé àíàëîãè íåðàâåíñòâà (4.15) èç òåîðåì 2, 3
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

|vn+1 − v∗|2 + d1|ūn − vn|2 + d2|vn+1 − ūn|2 ≤ |vn − v∗|2.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn ê ðàâíîâåñíîìó ðå-
øåíèþ v∗ ∈ Ω∗. ×òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ òåîðåì,
íà÷èíàÿ ñ ôîðìóë (4.9), (5.8), (6.11) è äàëåå.
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