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1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè
ýêñòðåìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

v∗ ∈ Argmin{Φ(v∗, w) | w ∈ Ω}, v∗ ∈ Ω∗, (1.1)

ãäå ôóíêöèÿ Φ(v, w) îïðåäåëåíà íà ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ Rn × Rn è Ω ⊂ Rn.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Φ(v, w) âûïóêëàÿ ïî ïåðåìåííîé w ∈ Ω ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì v ∈ Ω, ýêñòðåìàëüíîå (ìàðãèíàëüíîå) îòîáðàæåíèå G(v) ≡ argmin{Φ(v, w) |
| w ∈ Ω} îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ v ∈ Ω, à ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ω∗ ⊂ Ω èñõîäíîé çàäà÷è
íåïóñòî. Êàæäàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà ñîãëàñíî (1.1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Φ(v∗, v∗) ≤ Φ(v∗, w) ∀w ∈ Ω, v∗ ∈ Ω∗. (1.2)

Åñëè ôóíêöèÿ Φ(v, w) äèôôåðåíöèðóåìà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé, òî (1.2) ýêâèâàëåíòíà
âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó [1]

〈∇Φw(v∗, v∗), w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω, v∗ ∈ Ω∗. (1.3)

ãäå ∇Φw(v, w) � âåêòîð-ãðàäèåíò ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî âòîðîé ïåðåìåííîé.
Íåðàâåíñòâî (1.2) ñâÿçàíî ñ ôàêòîì ñóùåñòâîâàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè è íèêàê

íå ñâÿçàíî ñ åå óñòîé÷èâîñòüþ, ò.å. ñ âîçìîæíîñòüþ ïîïàñòü â ìàëóþ îêðåñòíîñòü
ýòîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ êàêîãî-íèáóäü ìåòîäà. Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè óñòîé÷èâîñòè
òî÷êè ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü äðóãîå íåðàâåíñòâî, à èìåííî [2, 3]

Φ(w, v∗) ≤ Φ(w, w) ∀w ∈ Ω, v∗ ∈ Ω∗, (1.4)

êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ (1.2) îáîáùàåò ïîíÿòèå ñåäëîâîé òî÷êè [4, 5]. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè äëÿ âñåõ w ∈ Ω Φ(w, w) ≡ Φ(v∗, v∗) = const, ò.å. íà äèàãîíàëè êâàäðàòà
Ω×Ω ôóíêöèÿ Φ(v, w) òîæäåñòâåííî ðàâíà êîíñòàíòå Φ(v∗, v∗), òî íåðàâåíñòâî (1.4)
ïðèíèìàåò âèä

Φ(w, v∗) ≤ Φ(v∗, v∗) ∀w ∈ Ω, v∗ ∈ Ω∗. (1.5)
Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (1.2) è (1.5) îïðåäåëÿåò ñåäëîâóþ òî÷êó, ïðè÷åì åå ïåðâàÿ êîìïî-
íåíòà (â ðàâíîé ìåðå, è âòîðàÿ) � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Íåðàâåíñòâî (1.4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëåäñòâèå áîëåå îãðàíè÷èâàþùåãî
íåðàâåíñòâà âèäà

Φ(w, w)− Φ(w, v∗)− Φ(v∗, w) + Φ(v∗, v∗) ≥ 0 ∀w ∈ Ω, v∗ ∈ Ω∗, (1.6)
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êîòîðîå âåðíî äëÿ âñåõ w ∈ Ω è âñåõ w∗ ∈ Ω∗. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (1.2) èç (1.6)
íåìåäëåííî ñëåäóåò (1.4).

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ãðàäèåíòíîãî ïðîãíîçíîãî
ìåòîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1), à òàêæå ïîëó÷èòü îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ýòîãî
ìåòîäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.4) è (1.6) è èõ ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé.

2. Çàäà÷è ñ êîñîñèììåòðè÷íîé öåëåâîé ôóíêöèåé. Íåðàâåíñòâà (1.4)
è (1.6), êàê ñòàíåò ÿñíûì èç äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ, ïîçâîëÿþò óñòàíàâëèâàòü
ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ïðîöåññîâ, ðàññìîòðåííûõ â ýòîé ðàáîòå. Îäíàêî ýòè íåðàâåíñò-
âà íîñÿò íåêîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð, òàê êàê â èõ ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå âõîäèò
íåèçâåñòíûé âåêòîð v∗ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáóþ êîíêðåòíóþ çàäà÷ó ìû íå ìîæåì
ïðîâåðèòü íà ïðåäìåò âûïîëíåíèÿ äëÿ íåå íåðàâåíñòâ (1.4) èëè (1.6). Ïîýòîìó
âîçíèêàåò âàæíàÿ ïðîáëåìà îïèñàíèÿ êëàññîâ ôóíêöèé Φ(v, w), äëÿ êîòîðûõ óêàçàí-
íûå âûøå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Òàêèå êëàññû ôóíêöèé ñóùåñò-
âóþò. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ îäíîãî èç íèõ. Ðàññìîòðèì êëàññ ôóíêöèé, ïîä÷èíåí-
íûé ñîîòíîøåíèþ âèäà

Φ(w, v) + Φ(v, w) ≤ 0 ∀w ∈ Ω, ∀v ∈ Ω. (2.1)

Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êè v, w è w, v ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè
êâàäðàòà w = v. Îñîáåííî îòìåòèì ñëó÷àé, êîãäà (2.1) âûïîëíÿåòñÿ ñî çíàêîì
ðàâåíñòâà

Φ(w, v) + Φ(v, w) = 0 ∀w ∈ Ω, ∀v ∈ Ω. (2.2)
Ïðè w = v èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî íà äèàãîíàëè êâàäðàòà ôóíêöèÿ Φ(w,w) = 0. Åñëè
Φ(v, w) îïðåäåëåíà íà êîíå÷íîì íàáîðå çíà÷åíèé vi, wj, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m,
òî åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó Φi,j, ïðè ýòîì (2.2) ïåðåõîäèò â õîðîøî
èçâåñòíîå îïðåäåëåíèå êîñîñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû Φi,j + Φj,i = 0 ∀i, j. Ôóíêöèþ
Φ(v, w) ñî ñâîéñòâîì (2.2) åñòåñòâåííî íàçâàòü êîñîñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé. Ñîîò-
âåòñòâåííî ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ

Φ(w, v)− Φ(v, w) = 0 ∀w ∈ Ω, ∀v ∈ Ω (2.3)

ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè Φ(v, w). Åñëè òî÷êå v, w ïîñòàâèòü â
ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ(·, ·) â òî÷êå w, v, òî ïîëó÷èì ôóíêöèþ, êîòîðóþ
ìîæíî íàçâàòü òðàíñïîíèðîâàííîé Φ>(v, w). Â òåðìèíàõ ýòîé ôóíêöèè óñëîâèÿ (2.2)
è (2.3) èìåþò âèä Φ(v, w) = −Φ>(v, w) è Φ(v, w) = Φ>(v, w). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ Φ(v, w) âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

Φ(v, w) = Ψ1(v, w) + Ψ2(v, w),

ãäå ôóíêöèÿ Ψ1(v, w) � ñèììåòðè÷íàÿ, à Ψ2(v, w) � êîñîñèììåòðè÷íàÿ. Ýòî ðàçëî-
æåíèå åäèíñòâåííî, ïðè÷åì

Ψ1(v, w) = 0.5(Φ(v, w) + Φ>(v, w)), Ψ2(v, w) = 0.5(Φ(v, w)− Φ>(v, w)).

Â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì êîñîñèììåòðè÷íîé Φ(v, w), ïðè÷åì ïîä
ñâîéñòâîì êîñîñèììåòðè÷íîñòè ìû áóäåì ïîíèìàòü óñëîâèå íåñêîëüêî áîëåå îáùåå,
÷åì (2.1), à èìåííî

Φ(w, w)− Φ(w, v)− Φ(v, w) + Φ(v, v) ≥ 0 ∀w ∈ Ω, ∀v ∈ Ω. (2.4)
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Åñëè Φ(w,w) = 0, òî (2.4) ïåðåõîäèò â (2.1).
Èç äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ñòàíåò ÿñíî, ÷òî çà ïîíÿòèåì êîñîñèììåòðè÷íîñòè

ñêðûâàþòñÿ ðàâíîâåñíûå çàäà÷è è ðàâíîâåñíûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå óíàñëåäîâàëè
ñâîéñòâà çàäà÷ îïòèìèçàöèè è ñåäëîâûõ çàäà÷.

Íåðàâåíñòâî (2.4) âåðíî äëÿ âñåõ v ∈ Ω è w ∈ Ω, â ÷àñòíîñòè, îíî âåðíî è ïðè
v = v∗ ∈ Ω∗. Ñ ó÷åòîì (1.2) èç íåãî íåìåäëåííî ñëåäóåò (1.4). Òàêèì îáðàçîì,
åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (1.1) îáëàäàåò ñâîéñòâîì êîñîñèììåòðè÷íîñòè (2.4), òî
ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4).

Ïîêàæåì, ÷òî íîðìàëèçîâàííàÿ ôóíêöèÿ ñåäëîâîé çàäà÷è îáëàäàåò ñâîéñòâîì
êîñîñèììåòðè÷íîñòè. Ñåäëîâàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ñèñòåìû íåðà-
âåíñòâ

L(x∗, p) ≤ L(x∗, p∗) ≤ L(x, p∗), x ∈ Q ⊂ Rn, p ∈ P ⊂ Rm, (2.5)
ãäå L(x, p) � ôóíêöèÿ, âûïóêëàÿ ïî x è âîãíóòàÿ ïî p. Ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçîâàííîé
ôóíêöèè âèäà [6] Φ(v, w) = L(z, p) − L(x, y), w = (z, y), v = (x, p) ñèñòåìà (2.5)
ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âû÷èñëåíèþ íåïîäâèæíîé òî÷êè ýêñòðåìàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ
(1.1). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Φ(v, w) ñåïàðàáåëüíà ïî ïåðåìåííûì z è y, à ìíîæåñòâî
Ω = Q × P èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó, çàäà÷à (1.1) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (2.4), à
ìíîæåñòâà ðåøåíèé îáåèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò.

Óáåäèìñÿ, ÷òî íîðìàëèçîâàííàÿ ôóíêöèÿ Φ(v, w) ñåäëîâîé çàäà÷è (2.5) óäîâëåò-
âîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì [4, 5]:

Φ(w, w) = 0 ∀w ∈ Ω, (2.6)

Φ(w, v) + Φ(v, w) = 0 ∀w ∈ Ω, ∀v ∈ Ω. (2.7)
Ïåðâîå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî íà äèàãîíàëè êâàäðàòà, ò.å. ïðè v = w, ôóíêöèÿ
Φ(v, w) ðàâíà íóëþ. Âûïîëíèìîñòü åãî äëÿ ôóíêöèè Φ(v, w) = L(z, p)− L(x, y), ãäå
w = (z, y), v = (x, p), î÷åâèäíà, òàê êàê ïðè v = w èìååì Φ(w, w) = L(z, y)−L(z, y) =
= 0.

Â ñïðàâåäëèâîñòè âòîðîãî ñâîéñòâà óáåäèòüñÿ òàêæå íåòðóäíî. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü Φ(v, w) = L(z, p) − L(x, y). Òàê êàê îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ w ∈ Ω è
v ∈ Ω îäíà è òà æå, ïîëîæèì v = w, à w = v â Φ(v, w), òîãäà Φ(w, v) = L(x, y)−L(z, p).
Îòñþäà Φ(w, v) + Φ(v, w) = L(x, y)− L(z, p) + L(z, p)− L(x, y) = 0.

Ñëîæèâ (2.6) è (2.7), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

Φ(w, w)− Φ(w, v)− Φ(v, w) + Φ(v, v) = 0 ∀w ∈ Ω, ∀v ∈ Ω. (2.8)

Ñ ó÷åòîì (1.2) ïðè v = v∗ èç (2.8) íåìåäëåííî ñëåäóåò (1.4). Òàê êàê Φ(w, w) = 0,
Φ(v∗, v∗) = 0, òî èìååì

Φ(w, v∗) ≤ Φ(v∗, v∗) ≤ Φ(v∗, w), w ∈ Ω, v∗ ∈ Ω∗. (2.9)

Òàêèì îáðàçîì, v∗, v∗ � ñåäëîâàÿ òî÷êà äëÿ íîðìàëèçîâàííîé ôóíêöèè Φ(v, w),
ïðè÷åì Φ(v, v) = 0, ãäå v � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Ëåâîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (2.9)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå (1.4).

Ñîîòíîøåíèÿ (2.6), (2.7) ìîãóò áûòü îáîáùåíû äî óðîâíÿ íåðàâåíñòâ

Φ(w,w) ≥ 0 ∀w ∈ Ω. (2.10)
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Φ(w, v) + Φ(v, w) ≤ 0 ∀w ∈ Ω, ∀v ∈ Ω. (2.11)
Òàêîå îáîáùåíèå ðàñøèðÿåò êëàññ ðåøàåìûõ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷. Îòìåòèì, ÷òî
ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (2.10), (2.11) áûëà èñïîëüçîâàíà â [7] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåí-
ñòâà Êè Ôàíÿ, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî â ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíà òåîðåìå Êàêó-
òàíè î ñóùåñòâîâàíèè íåïîäâèæíîé òî÷êè íåïðåðûâíîãî òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîãî
îòîáðàæåíèÿ íà âûïóêëîì çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå [8].

Åñëè ôóíêöèÿ Φ(v, w) äèôôåðåíöèðóåìà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé, òî â ñèëó íåðà-
âåíñòâ âûïóêëîñòè

〈∇f(x), y − x〉 ≤ f(y)− f(x) ≤ 〈∇f(y), y − x〉, (2.12)

äëÿ âñåõ y è x äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èç (1.6) èìååì íåðàâåíñòâî

〈∇Φw(w, w)−∇Φw(v∗, v∗), w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω, v∗ ∈ Ω∗,

êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòíûé ãðàäèåíò∇Φw(v, w) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì
îòíîñèòåëüíî ðàâíîâåñèÿ v∗.

Ñóùåñòâóþò êëàññû ðàâíîâåñíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ íåðàâåíñòâà (1.4) è (1.6)
ìîæíî óñèëèòü. Ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ ñèëüíî âûïóê-
ëûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè è èõ ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì
[2, 3]:

1) ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííî, òîãäà

Φ(w, w)− Φ(w, v∗) ≥ γ|w − v∗|1+ν ∀w ∈ Ω, (2.13)

êîíñòàíòà γ > 0, ïàðàìåòð ν ∈ [0,∞], ïðè ν = 0 èìååì îñòðîå èçîëèðîâàííîå
ðàâíîâåñèå.

2) ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàìêíóòîå ñâÿçíîå ìíîæåñò-
âî, òîãäà

Φ(w, w)− Φ(w, πΩ∗(w)) ≥ γ|w − πΩ∗(w)|1+ν ∀w ∈ Ω, (2.14)
πΩ∗(w) � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà w íà ìíîæåñòâî Ω∗. Åñëè ìíîæåñòâî Ω∗

ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, òî (2.14) ïåðåõîäèò â (2.13). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èç (2.14)
ñëåäóåò (1.4).

Àíàëîã (1.6) èìååò âèä

(Φ(w, w)− Φ(w, πΩ∗(w))) − (Φ(πΩ∗(w), w)− Φ(πΩ∗(w), πΩ∗(w))) ≥
≥ γ|w − πΩ∗(w)|1+ν ∀w ∈ Ω.

(2.15)

Åñëè ôóíêöèÿ Φ(w, v) äèôôåðåíöèðóåìàÿ è âûïóêëàÿ ïî âòîðîé ïåðåìåííîé, òî
íåðàâåíñòâî (2.15) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå [2, 3]

〈∇Φw(w, w)−∇Φw(πΩ∗(w), πΩ∗(w)), w − πΩ∗(w)〉 ≥ γ|w − πΩ∗(w)|1+ν ∀w ∈ Ω.

3. Ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå êëàññû çàäà÷. Â ýòîì ðàçäåëå â êà÷åñòâå
ïðèìåðîâ èññëåäóåì äâà ïîïóëÿðíûõ êëàññà çàäà÷.

3.1. Êâàäðàòè÷íîå ðàâíîâåñèå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ íåïîäâèæíîé
òî÷êè êâàäðàòè÷íîãî ýêñòðåìàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

v∗ ∈ Argmin{0.5〈Nw, w〉+ 〈Mv∗ + m,w〉 | w ∈ Ω}, (3.1)
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ãäå N è M � íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû, ò.å. 〈Nv, v〉 ≥ 0 è 〈Mv, v〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ v ∈
∈ Rn. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî N � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè Ω = Rn, òî çàäà÷à (3.1) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(N + M)w = −m.

Óáåäèìñÿ, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (3.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîñîñèììåò-
ðè÷íîñòè (2.4), à â òî÷êàõ ðåøåíèé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.6). Ðàññìîòðèì

Φ(w, w)− Φ(w, v)− Φ(v, w) + Φ(v, v) =
= 0.5〈Nw, w〉+ 〈Mw,w〉+ 〈m,w〉 − 0.5〈Nv, v〉 − 〈Mw, v〉 − 〈m, v〉−
−0.5〈Nw,w〉 − 〈Mv,w〉 − 〈m,w〉+ 0.5〈Nv, v〉+ 〈Mv, v〉+ 〈m, v〉 =
= 〈M(w − v), w − v〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω, ∀v ∈ Ω.

(3.2)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìàòðèöà M íåîòðèöàòåëüíà, òî Φ(w, v) èç (3.1) êîñîñèììåò-
ðè÷íà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.13) èëè
(2.14) â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû M .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v = v∗ â (3.2), ò.å.

Φ(w, w)− Φ(w, v∗)− Φ(v∗, w) + Φ(v∗, v∗) = 〈M(w − v∗), w − v∗〉 ≥ 0. (3.3)

Ïóñòü ìàòðèöà M âûðîæäåííàÿ, òîãäà ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà Rn â
ïðÿìóþ ñóììó Rn = H1 + H2, ãäå H1 � ÿäðî ìàòðèöû M , à H2 � îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå ê H1. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîé âåêòîð w − v∗ ∈ Rn èìååò ïðåäñòàâëåíèå
w − v∗ = h1 + h2, ãäå h1 = πH1(w − v∗) è h2 = πH2(w − v∗), êðîìå òîãî Mh1 = 0,
Mh2 ∈ H2. Ó÷èòûâàÿ âñå ýòî, ïðîäîëæèì âû÷èñëåíèÿ:

〈M(w − v∗), w − v∗〉 = 〈M1/2(w − v∗),M1/2(w − v∗)〉 =
= 〈M1/2(h1 + h2), M

1/2(h1 + h2)〉 = 〈M1/2h2,M
1/2h2〉 =

= 〈Mh2, h2〉 ≥ µ|h2|2 = µ|w − v∗ − h1|2 = µ|w − v∗ − πH1(w − v∗)|2 =
= µ|w − v∗ − πH1(w)− πH1(v

∗)|2 = µ|w − πH1(w)|2.
(3.4)

Çäåñü µ � ìèíèìàëüíîå íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî âûðîæäåííîé ìàòðèöû M .
Â ýòîé öåïî÷êå ðàññóæäåíèé áûëè äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçîâàíû ñóùåñòâîâàíèå êâàä-
ðàòíîãî êîðíÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû M è ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ πH1(w − v∗), ïðè÷åì πH1(v

∗) = v∗. Ñîïîñòàâëÿÿ (3.3) è (3.4), ïîëó÷èì (2.15)
ïðè n = 1, à ó÷èòûâàÿ (1.2), è (2.14).

3.2. Îñòðîå ðàâíîâåñèå. Ïóñòü â çàäà÷å (3.1) ìàòðèöû N è M èìåþò âèä
N = 0 è M =

(
0 −L>

L 0

)
, ãäå L � íåêîòîðàÿ ïîäìàòðèöà, à Ω èìååò ñòðóêòóðó

ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà

Ω =

{(
z
y

)
|

(
0 −B
A 0

) (
z
y

)
≤

(
−c
b

) (
z
y

)
≥

(
0
0

)}
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîðîâ v = (x, p), w = (z, y), m = (−c, b) è ïåðåïèøåì
çàäà÷ó (3.1) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå

(x∗, p∗) ∈ Argmin





(
0 −L>

L 0

) (
z
y

)
+ (−c, b)

(
z
y

)
|

(
0 −B
A 0

) (
z
y

)
≤

(
−c
b

) (
z
y

)
≥

(
0
0

)





(3.5)
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èëè â îáîçíà÷åíèÿõ (3.1)

v∗ ∈ Argmin{〈Mv∗ + m,w〉 | w ∈ Ω}. (3.6)

Èñïîëüçóÿ ëèíåéíûé õàðàêòåð çàäà÷è è áëî÷íóþ ñòðóêòóðó åå îãðàíè÷åíèé,
ïðåäñòàâèì (3.5) â âèäå èãðû äâóõ ëèö ñ íåíóëåâîé ñóììîé

x∗ ∈ Argmin{−〈c, z〉+ 〈Lz, p∗〉 | Az ≤ b, z ≥ 0},
p∗ ∈ Argmin{〈b, y〉+ 〈Lx∗, y〉 | By ≥ c, y ≥ 0}. (3.7)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòè ìàòðèö L, A è B ñîãëàñîâàíû ñ ðàçìåðíîñòÿìè
ïåðåìåííûõ x è y è âåêòîðîâ c è b. Åñëè L = 0 è B = A>, òî (3.7) ñîâïàäàåò ñ
ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àìè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Êàæäàÿ èç çàäà÷ (3.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Â ðàáîòå [9] ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî îïòèìóìîâ ëþáîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
îñòðûõ ìèíèìóìîâ, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

γ|z − x∗| ≤ (−〈c, z〉+ 〈Lz, p∗〉)− (−〈c, x∗〉+ 〈Lx∗, p∗〉),
γ|y − p∗| ≤ (〈b, y〉 − 〈Lx∗, y〉)− (〈b, p∗〉 − 〈Lx∗, p∗〉) (3.8)

äëÿ âñåõ z ∈ {z | Az ≤ b, z ≥ 0} è âñåõ y ∈ {y | By ≥ c, y ≥ 0}, ãäå γ > 0. Ñëîæèì
íåðàâåíñòâà (3.8) è ïîëó÷åííîå ñóììàðíîå íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâèì â îáîçíà÷åíèÿõ
çàäà÷è (3.6)

〈Mv∗, w〉+ 〈m,w〉 − 〈Mv∗, v∗〉 − 〈m, v∗〉 ≥ γ|w − v∗|. (3.9)
Íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ w ∈ Ω. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà M â çàäà÷å (3.6)
íåîòðèöàòåëüíà, ò.å. 〈Mv, v〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ v ∈ Rn, òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ýòîé çàäà÷è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ êîñîñèììåòðè÷íîñòè (1.6). Êîìáèíàöèÿ (1.6) è (3.9) ïðèâîäèò
ê îñíîâíîìó óñëîâèþ (1.4): 〈Mw,w〉+ 〈m,w〉 − 〈Mw, v∗〉 − 〈m, v∗〉 ≥ |w− v∗| ∀w ∈ Ω.
Òàêèì îáðàçîì, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ëèíåéíîé èãðû äâóõ ëèö (3.7) ÿâëÿåòñÿ îñòðûì
ðàâíîâåñèåì.

4. Óïðàâëÿåìûå ìåòîäû. Ãåîìåòðè÷åñêè ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ëþáîãî ìåòîäà
íà ôàçîâîì ïîðòðåòå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû àññîöèèðóåòñÿ ñ îñîáåííîñòüþ òèïà
�óñòîé÷èâûé óçåë�, ê êîòîðîìó ñõîäÿòñÿ âñå òðàåêòîðèè èç ëþáîé òî÷êè íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ èäåÿ î òàêîé äåôîð-
ìàöèè ôàçîâîãî ïîðòðåòà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðè êîòîðîé íåóñòîé÷èâàÿ ðàâíî-
âåñíàÿ òî÷êà ïðåîáðàçîâàëàñü áû â àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé óçåë, íå èçìåíèâ ïðè
ýòîì ñâîèõ êîîðäèíàò. Â äàííîé ðàáîòå ýòà êîíöåïöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ èäåè
óïðàâëåíèÿ â âèäå îáðàòíûõ ñâÿçåé [10].

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ýòîãî ïîäõîäà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(v, w) äèôôå-
ðåíöèðóåìà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé, è, ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìîå (è äîñòàòî÷íîå)
óñëîâèå ìèíèìóìà çàäà÷è (1.1) ìîæåò áûòü âûðàæåíî â ôîðìå óðàâíåíèÿ

v∗ = πΩ(v∗ − α∇Φw(v∗, v∗)), (4.1)

ãäå πΩ(. . .) � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðà íà ìíîæåñòâî Ω, à α > 0 � ïàðàìåòð
òèïà äëèíû øàãà, ∇Φw(v, w) � âåêòîð-ãðàäèåíò ôóíêöèè Φ(v, w) ïî âòîðîé ïåðåìåí-
íîé w.
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Òî÷êà v∗ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé èëè òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ. Åñëè èç òî÷êè v∗

ñäåëàòü øàã ïî ÷àñòíîìó àíòèãðàäèåíòó ôóíêöèè Φ(v, w), òî ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ
ïðîöåññ ñíîâà îêàæåòñÿ â òî÷êå v∗. Çàäà÷è (1.1) è (4.1) ýêâèâàëåíòíû.

Íåâÿçêà, ò.å. ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè óðàâíåíèÿ (4.1), ðàâíàÿ
íóëþ â òî÷êå v∗ è ñîîòâåòñòâåííî íå ðàâíàÿ íóëþ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå v, çàäàåò
ïðåîáðàçîâàíèå Rn â Rn. Îáðàç ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
âåêòîðíîå ïîëå, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà êîòîðîãî v∗. Ïîñòàâèì çàäà÷ó î ïðîâåäåíèè
òðàåêòîðèè òàêîé, ÷òîáû åå êàñàòåëüíàÿ ñîâïàëà ñ çàäàííûì íàïðàâëåíèåì ïîëÿ â
ýòîé òî÷êå. Ôîðìàëüíî çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dv

dt
+ v = πΩ(v − α∇Φw(v, v)), v(t0) = v0. (4.2)

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñò-
âîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, òî ñèñòåìà (4.2) äëÿ âñåõ v(t0) = v0 ïîðîæäàåò òðàåêòîðèþ
v(t) äëÿ âñåõ t ≥ t0.

Ãðàäèåíò ïî âòîðîé ïåðåìåííîé ∇Φw(v, v) íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì îïåðàòî-
ðîì, ò.ê., âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè, ãðàäèåíò êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ
∇Φw(v, v). Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû [4, 5], ïðîöåññ íå ñõîäèòñÿ ê ðàâíîâåñèþ,
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè â ïðàâóþ ÷àñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (4.2) ââåäåì
àääèòèâíîå óïðàâëåíèå [4, 5]

dv

dt
+ v = πΩ(v − α∇Φw(v + u, v + u)), v(t0) = v0, (4.3)

è ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Â íåêîòîðîì êëàññå îáðàòíûõ ñâÿçåé òðåáóåòñÿ
âûáðàòü óïðàâëåíèå u = u(v, v̇) (ãäå v̇ = dv/dt) êàê ôóíêöèþ ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû, êîòîðîå îáåñïå÷èëî áû ñõîäèìîñòü òðàåêòîðèè ê ðàâíîâåñèþ. Â òî÷êå
ðàâíîâåñèÿ îáúåêò íåïîäâèæåí è åãî ñêîðîñòè ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó u = u(v∗, v̇∗) = 0.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðàâëåíèÿ äâóõ âèäîâ: ïî ïðîèçâîäíîé u = v̇ è ïî íåâÿçêå

u = πΩ(v − α∇Φw(v, v))− v. (4.4)

Çàìûêàíèå ñèñòåìû (4.3) óïðàâëåíèåì ïî ïðîèçâîäíîé u = v̇ ïðèâîäèò ê íåÿâíîé (íå
ðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé) äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå

dv

dt
+ v = πΩ(v − α∇Φw(v + v̇, v + v̇)), v(t0) = v0, (4.5)

èòåðàòèâíûé àíàëîã êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåÿâíûé èòåðàòèâíûé ïðîöåññ

vn+1 = πΩ(vn − α∇Φw(vn+1, vn+1)), (4.6)

vn � ðàíåå íàéäåííîå ïðèáëèæåíèå, à óðàâíåíèå (4.6) äîëæíî áûòü ðàçðåøåíî îòíîñè-
òåëüíî ïåðåìåííûõ vn+1. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â ñâîþ î÷åðåäü íóæíû äðóãèå
èòåðàòèâíûå ïîäïðîöåññû.

Îòäàâàÿ äîëæíîå ïðåèìóùåñòâàì ïðîöåññà (4.6), íåîáõîäèìî îòìåòèòü åãî íåäî-
ñòàòîê, êîòîðûé ïðîÿâëÿåòñÿ â åãî íåÿâíîñòè (èëè íåðàçðåøèìîñòè) îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîäíîé. Ïîñëå çàìûêàíèÿ óïðàâëåíèåì (4.4) ñèñòåìû (4.3) ïîëó÷èì

dv

dt
+ v = πΩ(v − α∇Φw(ū, ū)), ū = πΩ(v − α∇Φw(v, v)). (4.7)
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Ñèñòåìà (4.7) ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé, ÷òî îñîáåííî ïðîÿâëÿåòñÿ â åå èòåðàòèâíîì àíàëîãå:

ūn = πΩ(vn − α∇Φw(vn, vn)), vn+1 = πΩ(vn − α∇Φw(ūn, ūn)),

ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ÿâíóþ èòåðàòèâíóþ ñõåìó ñ ïðåäâàðèòåëüíûì (èëè ïðîãíîç-
íûì) øàãîì, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî âû÷èñëÿåòñÿ ñíà÷àëà ïðîãíîç ūn, à çàòåì ñëåäóþ-
ùåå ïðèáëèæåíèå vn+1.

5. Ñõîäèìîñòü ê îñòðîìó ðàâíîâåñèþ. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïðîãíîçíîãî
ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà (4.7) â ñëó÷àå îñòðîãî ðàâíîâåñèÿ [2, 11].

Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ (4.7) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâà-
íèÿ â ôîðìå ñëåäóþùèõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ:

〈v̇ + v − v + α∇Φw(ū, ū), w − v − v̇〉 ≥ 0 (5.1)

è
〈ū− v + α∇Φw(v, v), w − ū〉 ≥ 0 (5.2)

äëÿ âñåõ v ∈ Ω. Êðîìå òîãî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ìåòîäà íåîáõîäèìî
óñëîâèå Ëèïøèöà â ôîðìå

|∇Φw(w,w)−∇Φw(v, v)| ≤ |Φ| |w − v| ∀w, v ∈ Ω, (5.3)

ãäå |Φ| � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ îïåðàòîðà ∇Φw(v, w). Ýòî óñëîâèå çàâåäîìî áóäåò
èìåòü ìåñòî, åñëè ãðàäèåíò ôóíêöèè Φ(v, w) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Ñ ó÷åòîì (5.3) ïîëó÷èì îöåíêó âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ v + v̇ è ū èç
(4.7):

|v + v̇ − ū| ≤ |πΩ(v − α∇Φw(ū, ū))− πΩ(v − α∇Φw(v, v))| ≤
≤ |∇Φw(ū, ū)−∇Φw(v, v)| ≤ α|Φ| |ū− v|, ∀w, v ∈ Ω,

(5.4)

ãäå |Φ| � êîíñòàíòà Ëèïøèöà âåêòîðíîé ôóíêöèè Φ(v, v).
Îòñóòñòâóþùåå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè ãðàäèåíòà ∇Φw(v, w) çàìåíèì íà óñëîâèå

îñòðîòû (2.13) ñ ν = 0. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
èñõîäíàÿ çàäà÷à èìååò èçîëèðîâàííîå ðàâíîâåñèå

Φ(w, w)− Φ(w, v∗) ≥ γ|w − v∗|, ∀w ∈ Ω. (5.5)

Ïðîöåññ (4.7) â ýòîì ñëó÷àå ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Ò å î p å ì à 1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.1) íåïóñòî è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ îñòðîòû (5.5), öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Φ(v, w) � âûïóêëàÿ ïî ïåðåìåííîé w ïðè
êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè v, Ω � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, êðîìå
òîãî, ÷àñòíûé ãðàäèåíò ôóíêöèè Φ(v, w) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà (5.3),
òî òðàåêòîðèÿ v(t) ïðîöåññà (4.7) ñ ïàðàìåòðîì 0 < α < 1/(

√
2|Φ|), ãäå |Φ| �

êîíñòàíòà èç (5.3), ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò íîìåð nf òàêîé,
÷òî ūnf = v∗.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïîëîæèì w = v∗ â (5.1) è ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå â âèäå

〈v̇, v∗ − v〉 − |v̇|2 + α〈∇Φw(ū, ū), v∗ − ū〉+ α〈∇Φw(ū, ū), ū− v − v̇〉 ≥ 0.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì âûïóêëîñòè (2.12) èìååì

〈v̇, v∗ − v〉 − |v̇|2 + α(Φ(ū, v∗)− Φ(ū, ū))− α〈∇Φw(v, v)−∇Φw(ū, ū), ū− v − v̇〉+
+ α〈∇Φw(v, v), ū− v − v̇〉 ≥ 0.

Ïîëîæèì w = v+ v̇ â (5.2) è ñëîæèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñ ïðåäûäóùèì. Ó÷èòû-
âàÿ (5.3) è (5.4), èìååì

〈v̇, v∗ − v〉 − |v̇|2 + α(Φ(ū, v∗)−Φ(ū, ū)) + α2|Φ|2|ū− v|2 + 〈ū− v, v + v̇ − ū〉 ≥ 0. (5.6)

Ïîñëåäíåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (5.6) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ
òîæäåñòâà

|v1 − v2|2 = |v1 − v3|2 + 2〈v1 − v3, v3 − v2〉+ |v3 − v2|2, (5.7)
òîãäà

〈ū− v, v + v̇ − ū〉 = 0.5|v̇|2 − 0.5|ū− v|2 − 0.5|ū− v − v̇|2.
Òåïåðü (5.6) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

〈v̇, v−v∗〉+|v̇|2+α(Φ(ū, ū)−Φ(ū, v∗))−α2|Φ|2|ū−v|2−0.5|v̇|2+0.5|ū−v|2+0.5|ū−v−v̇|2 ≤ 0

èëè

〈v̇, v − v∗〉+ 0.5|v̇|2 + α(Φ(ū, ū)− Φ(ū, v∗)) + (0.5− α2|Φ|2)|ū− v|2 ≤ 0. (5.8)

Ñîãëàñíî (5.5) òðåòüå ñëàãàåìîå â ýòîì íåðàâåíñòâå íåîòðèöàòåëüíîå, òîãäà

0.5
d

dt
|v − v∗|2 + 0.5|v̇|2 + (0.5− α2|Φ|2)|ū− v|2 ≤ 0. (5.9)

Òàê êàê 0 < α < 1/(
√

2|Φ|), òî d = 0.5 − α2|Φ|2 > 0. Ïðîèíòåãðèðóåì íåðàâåíñòâî
(5.9) îò t0 äî t:

|v − v∗|2 +

t∫

t0

|v̇|2dτ + (1− 2α2|Φ|2)
t∫

t0

|ū− v|2dτ ≤ |v0 − v∗|2.

Îòñþäà âûòåêàåò ìîíîòîííîå óáûâàíèå âåëè÷èíû |v(t)−v∗|, à òàêæå îãðàíè÷åííîñòü
òðàåêòîðèè v(t) è, êðîìå òîãî, ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ:

t∫

t0

|v̇|2dτ < ∞,
∫ t

t0
|ū− v|2dτ < ∞

ïðè t →∞ è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim inf |v̇|2 = 0, lim inf |ū− v|2 = 0, t →∞. (5.10)
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Ïîëó÷èì åùå îäíî óòâåðæäåíèå òèïà (5.10). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âûòåêàþùåå
èç (5.9) íåðàâåíñòâî

0.5
d

dt
|v − v∗|2 + 0.5|v̇|2 ≤ 0,

äèôôåðåíöèðîâàíèå êîòîðîãî äàåò

|v − v∗| d
dt
|v − v∗|+ 0.5|v̇|2 ≤ 0.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî |v(t)− v∗| 6= 0 äëÿ âñåõ t ≥ t0, èìååì

d

dt
|v − v∗|2 + 0.5

|v̇|2
|v − v∗| ≤ 0.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî íåðàâåíñòâî îò t0 äî t, ïîëó÷èì îöåíêó

|v − v∗|2 +
1

2

t∫

t0

|v̇|2
|v − v∗|dτ ≤ |v0 − v∗|2,

èç êîòîðîé âûòåêàåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà è, ñëåäîâàòåëüíî, lim inf(|v̇|2/|v−v∗|) = 0,
t →∞.

Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî îöåíêà |v̇|2/(|v − ū| + |ū − v∗|) ≤ |v̇|2/|v − v∗|, òî â ñèëó
|v − ū| → 0, t →∞ ïîëó÷èì èç íåå

lim inf(|v̇|2/|ū− v∗|) = 0, t →∞. (5.11)

Âåðíåìñÿ ê íåðàâåíñòâó (5.8) è ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ îñòðîòû (5.5) ïðåäñòàâèì åãî â
âèäå

〈v̇, ū− v∗〉+ 〈v̇, v − ū〉+ 0.5|v̇|2 + αγ|ū− v∗|+ d|ū− v|2 ≤ 0.

Èç âòîðîãî è ïÿòîãî ñëàãàåìûõ âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò

〈v̇, ū− v∗〉+ |(0.5/
√

d)v̇ +
√

d(v − ū)|2 − (0.25/d)|ū|2 + 0.5|v̇|2 + αγ|ū− v∗| ≤ 0.

Îòñþäà αγ|ū− v∗| ≤ 0.25(1/d− 2)|v̇|2 + |v̇| |ū− v∗|. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî |ū− v∗| 6= 0 äëÿ
âñåõ t ≥ t0, ïîëó÷èì

αγ ≤ 0.25(1/d− 2)|v̇|2/|ū− v∗|+ |v̇|2. (5.12)

Ñîïîñòàâëÿÿ íåðàâåíñòâà (5.12) ñ (5.10) è (5.11), ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî |ū−v∗| 6= 0 äëÿ âñåõ t ≥ t0 íåâåðíî, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
òàêîå t = tf , ÷òî ū(tf ) = v∗.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñõîäèòñÿ ê ðàâíîâåñèþ çà
êîíå÷íîå âðåìÿ òàêæå íåÿâíûé ïðîöåññ (4.5).

6. Ñõîäèìîñòü ê êâàäðàòè÷íîìó ðàâíîâåñèþ. Â ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷èì
ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðîöåññà (4.7) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
èñõîäíàÿ çàäà÷à (1.1) èìååò èçîëèðîâàííîå êâàäðàòè÷íîå ðàâíîâåñèå. Èòàê, ïóñòü
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.13) ñ n = 1

Φ(w,w)− Φ(w, v∗) ≥ γ|w − v∗|2, ∀w ∈ Ω. (6.1)
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Ò å î p å ì à 2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 âìåñòî (5.5) èñïîëüçóåòñÿ
íåðàâåíñòâî (6.1), òî òðàåêòîðèÿ v(t) ñõîäèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó ðåøåíèþ ñ ýêñïî-
íåíöèàëüíîé îöåíêîé, ò.å.

|v(t)− v∗|2 ≤ |v0 − v∗|2 exp(2s(α)(t0 − t)), (6.2)

ãäå s(α) = αγ(d/d1) > 0 è d = 0.5− α2|Φ|2, d1 = 0.5 + αγ − α2|Φ|2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Â íåðàâåíñòâå (5.8) èç òåîðåìû 1, èñïîëüçóÿ (6.1),
îöåíèì òðåòüå ñëàãàåìîå; ïîëó÷èì

〈v̇, v − v∗〉+ 0.5|v̇|2 + αγ|ū− v∗|+ d|ū− v|2 ≤ 0. (6.3)

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (5.7), ãäå v1 = ū, v2 = v∗, v3 = v, ïðåîáðàçóåì òðåòüå ñëàãàåìîå
èç ëåâîé ÷àñòè (6.3), òîãäà (6.3) ïðèìåò âèä

〈v̇, v − v∗〉+ 0.5|v̇|2 + d1|ū− v|2 + 2αγ〈ū− v, v + v∗〉+ αγ|v − v∗|2 ≤ 0. (6.4)

Èç ñóììû òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìûõ (6.4) âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò 〈v̇, v −
v∗〉+ 0.5|v̇|2 + |√d1(ū− v∗) + (αγ/

√
d1)(v − v∗)|2 − ((αγ)2/d1)|v − v∗|2 + αγ|v − v∗| ≤ 0,

îòêóäà
〈v̇, v − v∗〉+ 0.5|v̇|2 + s(α)|v − v∗| ≤ 0, (6.5)

ãäå s(α) = αγ(d/d1) > 0. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ v∗ � åäèíñòâåííûé ìèíèìóì. Ñëåäîâà-
òåëüíî, (6.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå d|v− v∗|2/dt + 2s(α)|v− v∗|2 ≤ 0. Ïåðåïèøåì
ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â ôîðìå exp(−2s(α)t)d(exp(2s(α)t)|v − v∗|2)/dt ≤ 0 èëè
d(exp(2s(α)t)|v−v∗|2)/dt ≤ 0, îòêóäà è ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (6.2). Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ïðè 0 < α < 1/(

√
2|Φ|) âåëè÷èíà s(α) = αγ(d/d1) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α > 0 íå ñëèøêîì âåëèêî, òî òðàåêòîðèÿ
v(t) ñõîäèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó ðåøåíèþ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêîé. Íåÿâíûé ïðî-
öåññ (4.5) òàêæå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, åñëè âûïîëíå-
íû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.

7. Ñõîäèìîñòü ê âûðîæäåííîìó ðàâíîâåñèþ. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î
ñõîäèìîñòè ïðîöåññà (4.7) â âûðîæäåííîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (1.4)

Ò å î p å ì à 3. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.1) íåïóñòî è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (1.4), öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Φ(v, w) � âûïóêëàÿ ïî ïåðåìåííîé w ïðè êàæäîì
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè v, Ω � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, êðîìå òîãî,
âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ∇Φw(v, w) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà (5.3), òî òðàåêòî-
ðèÿ v(t) ïðîöåññà (4.7) ñ ïàðàìåòðîì 0 < α < 1(

√
2|Φ|), ãäå |Φ| � êîíñòàíòà

èç (5.3), ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé, ò.å.
v(t) → v∗ ∈ Ω∗, ïðè t →∞ ∀v0 ∈ Rn.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïðîâîäÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ òàê, êàê â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 1, óñòàíàâëèâàåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ (5.10).
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Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ti → ∞ òàêàÿ, ÷òî v(ti) → v′, ū(ti) → v′, v̇(ti) → 0.
Ðàññìîòðèì (5.1) èëè (5.2) äëÿ âñåõ t →∞. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì ïðåäåëüíîå
íåðàâåíñòâî âèäà 〈∇Φw(v′, v′), w − v′〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω, ñîâïàäàþùåå ñ íåðàâåíñòâîì
(1.3). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî v′ � ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè v(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
èñõîäíîé çàäà÷è. Ýòîò ôàêò âìåñòå ñ ìîíîòîííîñòüþ óáûâàíèÿ âåëè÷èíû |v(t)− v∗|
ïðè t → ∞ îçíà÷àåò, ÷òî v(t) èìååò òîëüêî îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ò.å. òðàåêòîðèÿ
v(t) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è, v(t) → v∗ ∈
∈ Ω∗ ïðè t →∞ è ëþáîãî v0 = v(t0) ∈ Rn.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3 àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü íåÿâíîãî ïðîöåññà
(4.5).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå îñòðîãî ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàåìûå â
ðàáîòå ïðîöåññû ñõîäÿòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ ìåòîäû
èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, è â ñëó÷àå âûðîæäåííîãî
ðàâíîâåñèÿ ïðîöåññû ìîãóò ñõîäèòüñÿ ñêîëü óãîäíî ìåäëåííî.
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