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Ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îáñóæäàåòñÿ åå ñâÿçü ñ èã-
ðîâûìè ïîñòàíîâêàìè. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïðîãíîçíîãî òèïà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàâ-
íîâåñíîãî ðåøåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ýòîãî ìåòîäà. Îáñóæäàåòñÿ ýêîíîìè-
÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êàê èñõîäíîé ðàâíîâåñíîé çàäà÷è, òàê è ìåòîäà åå ðåøåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñôîðìèðîâàëîñü ÷åòêîå ïîíèìàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ äèñïðîïîð-
öèè ìåæäó õîðîøî ðàçâèòîé òåîðèåé ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è ôàêòè-
÷åñêèì îòñóòñòâèåì òàêîé òåîðèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èãðîâîãî òèïà. Ê ïîñëåäíèì
â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñÿòñÿ ñåäëîâûå çàäà÷è, èãðû n ëèö ñ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó,
îáðàòíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Àêòóàëüíîñòü ðàçâèòèÿ òåîðèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ î÷åâèäíà,
ïîñêîëüêó èìåííî ýòè çàäà÷è îïèñûâàþò íà ìîäåëüíîì óðîâíå ðàçëè÷íûå íþàíñû
èäåè êîìïðîìèññà ÷àñòè÷íî (èëè ïîëíîñòüþ) ïðîòèâîðå÷èâûõ ôàêòîðîâ è èíòåðå-
ñîâ, ïðè÷åì ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ìåõàíèçìû
ñîãëàñîâàíèÿ êîíôëèêòóþùèõ ôàêòîðîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà-
÷à ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà,
è ïðåäëàãàåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèé ïîäõîä äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ. Â îñíîâå ïîäõîäà ëå-
æèò íåðàâåíñòâî, êîòîðîå çàìåùàåò îòñóòñòâóþùåå ó ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ ñâîéñòâî
ìîíîòîííîñòè, è ãðàäèåíòíûé ñïóñê ñ óïðàâëåíèåì â âèäå ïðîãíîçà, êîòîðûé êîì-
ïåíñèðóåò îòñóòñòâóþùåå ñâîéñòâî ïîòåíöèàëüíîñòè.

2. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Çàäà÷ó ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåé
ôîðìå. Íàéòè íåïîäâèæíóþ òî÷êó v∗ ∈ Ω∗, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ýêñòðåìàëüíî-
ìó âêëþ÷åíèþ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè

v∗ ∈ Argmin{Φ(v∗, w) | g(w) ≤ 0, w ∈ Ω}. (2.1)

Çäåñü ôóíêöèÿ Φ(v, w) îïðåäåëåíà íà ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ Rn × Rn è Ω ⊂
⊂ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Φ(v, w) âûïóêëàÿ ïî
ïåðåìåííîé w ∈ Ω ïðè ëþáîì v ∈ Ω. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ g(w) èìååò ðàçìåðíîñòü m,
ïðè÷åì êàæäàÿ åå êîìïîíåíòà âûïóêëàÿ äëÿ âñåõ w ∈ Rn. Ïåðåìåííàÿ v ∈ Ω â (2.1)
èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà, à w ∈ Ω � ïåðåìåííàÿ îïòèìèçàöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàê-
æå, ÷òî ýêñòðåìàëüíîå (ìàðãèíàëüíîå) îòîáðàæåíèå w(v) ≡ argmin{Φ(v, w) | g(w) ≤
≤ 0, w ∈ Ω} îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ v ∈ Ω, à ìíîæåñòâî ðåøåíèé Ω∗ ⊂ Ω èñõîäíîé
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çàäà÷è íåïóñòî. Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå ñîãëàñíî òåîðåìå Êàêóòàíè âñåãäà âûïîë-
íÿåòñÿ, åñëè Ω � âûïóêëûé êîìïàêò, Φ(v, w) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî v è âûïóêëà
ïî w [1].

Ìíîãèå èçâåñòíûå çàäà÷è àíàëèçà ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê ôîðìå (2.1). Íàïðè-
ìåð, ñåäëîâûå çàäà÷è èëè, â áîëåå îáùåé ïîñòàíîâêå, èãðà n ëèö ñ ðàâíîâåñèåì ïî
Íýøó. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

L(x∗, y) ≤ L(x∗, p∗) ≤ L(z, p∗) ∀z ∈ Q ⊆ Rn, ∀y ∈ P ⊆ Rm (2.2)

îïðåäåëÿåò ñåäëîâóþ òî÷êó, ãäå L(z, y) � âûïóêëî-âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, Q = {z |
g1(z) ≤ 0, z ∈ Q1}, P = {y | g2(y) ≤ 0, y ∈ P1}, g1(z), g2(y) � âûïóêëûå âåêòîð-
ôóíêöèè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ w = (z, y), v = (x, p), v∗ = (x∗, p∗), g(w) = (g1(z), g2(y))
è íîðìàëèçîâàííóþ ôóíêöèþ Φ(v, w) = L(z, p)−L(x, y). Èñïîëüçóÿ ââåäåííóþ ñèñòå-
ìó îáîçíà÷åíèé, çàäà÷ó (2.2) âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå (2.1) [2, 3].

Áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ èãðû n ëèö ñ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó òàêæå ìîæåò áûòü
ñâåäåíà ê êîíñòðóêöèè (2.1). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü fi(xi, x−i) � ïëàòåæíàÿ ôóíêöèÿ
i-ãî èãðîêà, i ∈ I. Ýòà ôóíêöèÿ çàâèñèò êàê îò ñîáñòâåííûõ ñòðàòåãèé xi ∈ Xi, ãäå
Xi = (xi)i∈I , òàê è îò ñòðàòåãèé âñåõ äðóãèõ èãðîêîâ x−i = (xj)j∈I\i. Ðàâíîâåñèåì
èãðû n ëèö ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû ýêñòðåìàëüíûõ âêëþ÷åíèé

x∗i ∈ Argmin{fi(xi, x
∗
−i) | gi(xi) ≤ 0, xi ∈ Xi}. (2.3)

Ââåäåì íîðìàëèçîâàííóþ ôóíêöèþ âèäà

Φ(v, w) =
n∑

i=1

fi(xi, x−i),

ãäå v = (x−i), w = (xi), g(w) = (gi(xi)), i = 1, . . . , n, è Ω = X1×X2× . . .×Xn; ïðè ýòîì
(v, w) = (xi, x−i) ∈ Ω × Ω. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè çàäà÷ó (2.3) ìîæíî çàïèñàòü â
ôîðìå (2.1).

Ìíîãèå îáðàòíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè [4] òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (2.1).
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

x∗ ∈ Argmin{〈λ∗, f(x)〉 | g(x) ≤ 0, x ∈ Q},
G(x∗) ≤ d.

(2.4)

Â ýòîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ âûáðàòü íåîòðèöàòåëüíûå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ñâåðòêè
λ = λ∗ òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì âåñàì íåêîòîðîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗

ïðèíàäëåæàëî íàïåðåä çàäàííîìó âûïóêëîìó ìíîæåñòâó. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìíîæå-
ñòâî ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî îäíó òî÷êó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ôóíêöèè â (2.4)
âûïóêëûå.

Ñèñòåìó (2.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èãðû äâóõ ëèö ñ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó

x∗ ∈ Argmin{〈λ∗, f(x)〉 | g(x) ≤ 0, x ∈ Q},
p∗ ∈ Argmin{〈p,G(x∗)− d〉 | p ≥ 0}. (2.5)

Çàäà÷à (2.5) â ñâîþ î÷åðåäü ñ ïîìîùüþ íîðìàëèçîâàííîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü
ñâåäåíà ê (2.1). Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè (2.4) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ôîðìå çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè ýêñòðåìàëüíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ (2.1).
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3. Êîñîñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè

Â îñíîâå äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ëåæàò äâà ãëàâíûõ íåðàâåíñòâà, ïåðâîå èç êî-
òîðûõ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì äëÿ (2.1) îïðåäåëåíèåì íåïîäâèæíîé òî÷êè è èìååò
âèä

Φ(v∗) ≤ Φ(v∗, w) ∀w ∈ D, (3.1)
ãäå D = {w | g(w) ≤ 0, w ∈ Ω} � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó Φ∗ =
= inf{Φ(w,w) | w ∈ D} ≤ Φ(v∗, v∗), òî èç (3.1) íåìåäëåííî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî
Êè Ôàíÿ [5]

inf{Φ(w,w) | w ∈ D} ≤ Φ(v∗, w). (3.2)
Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òåîðåìå Êàêóòàíè [1] è ñâÿçàíî ñ ôàêòîì ñóùåñòâî-
âàíèÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè çàäà÷è (2.1).

Âòîðîå íåðàâåíñòâî îòðàæàåò íåêîòîðîå êîñîñèììåòðè÷íîå (ñåäëîâîå) ñâîéñòâî
íåïîäâèæíîé òî÷êè [6, 7] è èìååò ôîðìó

Φ(w, v∗) ≤ Φ(w, w) ∀w ∈ D. (3.3)

Åñëè ïåðåïèñàòü (3.3) â íåñêîëüêî áîëåå îáùåì âèäå

Φ(w, v∗) ≤ sup{Φ(w, w) | w ∈ D} (3.4)

è ñîïîñòàâèòü åãî ñ íåðàâåíñòâîì Êè Ôàíÿ (3.2)

inf{Φ(w,w) | w ∈ D} ≤ Φ(v∗, w), (3.5)

òî ìîæíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè sup{. . .} = inf{. . .} = Φ(v∗, v∗) îáà íåðàâåíñòâà
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñåäëîâîé òî÷êè.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë íåðàâåíñòâà (3.3) äîñòàòî÷íî î÷åâèäåí. Äåéñòâèòåëüíî,
âîçüìåì íà äèàãîíàëè êâàäðàòà Ω × Ω äâå áëèçêèå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè v∗, v∗ è
w, w, ãäå v∗ ∈ Ω∗, w ∈ Ω. Ýòè òî÷êè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äâå äðóãèå ñ êîîðäè-
íàòàìè w, v∗ è v∗, w. Â ñîâîêóïíîñòè ÷åòûðå òî÷êè îáðàçóþò íåáîëüøîé êâàäðàò,
ïðèíàäëåæàùèé Ω× Ω. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ëåáåãà, ïîðîæäåííîå òî÷êîé w, w:

Rw,w = {u1, u2 | Φ(u1, u2) ≤ Φ(w,w), u1 ∈ D, u2 ∈ D}.

Ïî îïðåäåëåíèþ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè w,w ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó. Óñëîâèå
(3.3) îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè w, v∗ òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó. Òà-
êèì îáðàçîì, (3.3) ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ëåáåãà (â ñèëó âûïóêëîñòè
Φ(v, w) ïî w) ñîäåðæèò âåñü îòðåçîê αv∗ + (1− α)w, 0 ≤ α ≤ 1.

Åñëè ôóíêöèÿ Φ(v, w) äèôôåðåíöèðóåìà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ ïåðåìåííûõ, òî
ïðåäñòàâëåíèå î (3.3) ìîæíî óòî÷íèòü. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå âûïóêëîñòè

〈∇f(x), y − x〉 ≤ f(y)− f(x) ≤ 〈∇f(y), y − x〉, (3.6)

êîòîðîå âåðíî äëÿ âñåõ x è y èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ïðåîáðàçóåì (3.3)

0 ≤ Φ(w, w)− Φ(w, v∗) ≤ 〈∇Φw(w,w), w − v∗〉 =

= 〈∇Φv(w,w), 0〉+ 〈∇Φw(w, w), w − v∗〉 = 〈∇Φ(w, w), h〉,
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ãäå h = (0, w − v∗), ∇Φ(w, w) = (∇Φv(v, w),∇Φw(v, w)). Òàêèì îáðàçîì, åñëè (3.3)
âûïîëíåíî äëÿ âñåõ w èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ v∗, òî ãðàäè-
åíò ∇Φ(v, w) áóäåò èìåòü îñòðûé (òî÷íåå, íå òóïîé) óãîë ñ âåêòîðîì h äëÿ âñåõ
w èç óêàçàííîé îêðåñòíîñòè. Äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ýòî óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä:
〈∇Φ(w), w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ∈ D [8].

Íåðàâåíñòâî (3.3) íîñèò íåêîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð, òàê êàê ñîäåðæèò íåèçâåñò-
íûé âåêòîð v∗ ∈ Ω∗, ïîýòîìó ââåäåì êëàññ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ (3.3)
âûïîëíÿþòñÿ âñåãäà [7].

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèþ Φ(v, w) èç Rn×Rn â R1 íàçîâåì êîñîñèììåòðè÷íîé
íà Θ×Θ, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Φ(w,w)− Φ(w, v)− Φ(v, w) + Φ(v, v) ≥ 0 (3.7)

äëÿ âñåõ w ∈ Θ è âñåõ v ∈ Θ.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî âèäà

Φ(w, w)− Φ(w, v∗)− Φ(v∗, w) + Φ(v∗, v∗) ≥ 0 (3.8)

äëÿ âñåõ w èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ v∗ ∈ Ω∗, òî ôóíêöèþ Φ(v, w) áóäåì
íàçûâàòü êîñîñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ðàâíîâåñèÿ.

Â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî Θ áóäåò ñîâïàäàòü ëèáî ñ Ω ëèáî ñ D.
Ââåäåííûé êëàññ ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé íå ïóñò. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ [2, 9], ÷òî

íîðìàëèçîâàííàÿ ôóíêöèÿ Φ(v, w) = L(z, p)− L(x, y), w = (z, y), v = (x, p) ñåäëîâîé
çàäà÷è (2.2) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.

Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé óñëîâèå (3.3) âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè â (3.8) ó÷åñòü (3.1), òî ïîëó÷èì (3.3).

Ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè èìåþò ñâîéñòâà [7], êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
àíàëîãè óñëîâèé ìîíîòîííîñòè ãðàäèåíòà è íåîòðèöàòåëüíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé
äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé.

Ñâîéñòâî 1. Åñëè ôóíêöèÿ Φ(v, w) êîñîñèììåòðè÷íà è âûïóêëà ïî âòîðîé
ïåðåìåííîé, òî åå ÷àñòíûé ãðàäèåíò ∇Φw(v, v) ìîíîòîíåí íà äèàãîíàëè êâàäðàòà
Θ×Θ

〈∇Φw(w, w)−∇Φw(v, v), w − v〉 ≥ 0 ∀w ∈ Θ, v ∈ Θ. (3.9)

Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè äâà ïåðâûõ è äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â
ëåâîé ÷àñòè (3.7) îöåíèòü ñ ïîìîùüþ (3.6).

Ñâîéñòâî 2. Ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∇2Φwv(v, v) êîñîñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè
Φ(v, w) íà äèàãîíàëè êâàäðàòà Θ×Θ íåîòðèöàòåëüíà

〈∇2Φwv(v, v)h, h〉 ≥ 0 ∀h ∈ Rn. (3.10)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè òèïà Φ1(v, w) = 〈v, w〉, Φ2(v, w) =
1

2
|v + w|2,

Φ3(v, w) = v2 + w2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3.9) è (3.10).
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4. Ïðèìåðû

Ïðèâåäåííûå íèæå ïðèìåðû ðàâíîâåñíûõ çàäà÷ èëëþñòðèðóþò ðàçíîîáðàçèå çà-
äà÷, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå (3.3) âûïîëíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êè êâàäðàòè÷íîãî ýêñòðåìàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

v∗ ∈ Argmin

{
1

2
〈Nw,w〉+ 〈Mv∗ + m,w〉 | w ∈ Ω

}
, (4.1)

ãäå N è M � íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû, ò.å. 〈Nv, v〉 ≥ 0 è 〈Mv, v〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ v ∈
∈ Rn. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî N � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ðàññìîòðèì

Φ(w, w)− Φ(w, v)− Φ(v, w) + Φ(v, v) =

=
1

2
− 〈Nw, w〉+ 〈Mw,w〉+ 〈m,w〉 − 1

2
〈Nv, v〉 − 〈Mw, v〉 − 〈m, v〉−

− 1

2
〈Nw, w〉 − 〈Mv, w〉 − 〈m,w〉+

1

2
〈Nv, v〉+ 〈Mv, v〉+ 〈m, v〉 =

= 〈M(w − v), w − v〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω, ∀v ∈ Ω.

(4.2)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìàòðèöà M íåîòðèöàòåëüíà, òî äëÿ Φ(w, v) èç (4.1) âûïîë-
íÿåòñÿ (3.7).

Êîíêðåòèçèðóåì ìàòðèöû N è M . Ïóñòü N � (2× 2)-åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à M �
(2×2)-êîñîñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íûìè êîìïîíåíòàìè, m = (a, a), v = (x, p),
w = (z, y); òîãäà ôóíêöèÿ Φ(v, w) ïðèíèìàåò âèä

Φ(v, w) = (z, y)

(
1 0
0 1

)(
z
y

)
+ (x, p)

(
0 −1
1 0

)(
z
y

)
− (a, a)

(
z
y

)
, (4.3)

èëè Φ(v, w) = z2 + y2 − xy + pz − az − ay. Ôóíêöèÿ Φ(v, w) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-
íîé ìèíèìèçàöèè w èìååò ñåïàðàáåëüíóþ ñòðóêòóðó. Ïîýòîìó çàäà÷à ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèè Φ(v, w) íà Ω ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è ñ öåëåâûìè ôóíê-
öèÿìè âèäà

f1(z, p) = z(z + p− a),

f2(x, y) = y(−x + y − a).
(4.4)

Çäåñü âåêòîð v = (x, p) èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà.
Ïîëîæèì v = v∗ è ñôîðìóëèðóåì èãðó äâóõ ëèö ñ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó

z∗ = argmin{f1(z, y
∗) = z(z + y∗ − a) | z ∈ R1},

y∗ = argmin{f2(z
∗, y) = y(−z∗ + y − a) | y ∈ R1}. (4.5)

Ôóíêöèÿ (4.3) äëÿ èãðû (4.5) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòî
èãðà ñ íåíóëåâîé ñóììîé, íî óñëîâèå (3.7) äëÿ íåå âûïîëíåíî, òàê êàê 〈Mh, h〉 ≥ 0
äëÿ âñåõ h ∈ Rn.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð. Ïóñòü íà ýòîò ðàç ìàòðèöà M ñèììåòðè÷íàÿ, íî
íå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, ò.å.

Φ(v, w) = (z, y)

(
1 0
0 1

)(
z
y

)
+ (x, p)

(
0 1
1 0

)(
z
y

)
− (a, a)

(
z
y

)
. (4.6)
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Îòñþäà Φ(v, w) = z2 + y2 + xy + pz − az − ay. Ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå
(4.3), (4.4), ìû ìîæåì óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ (4.6) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé äëÿ
èãðû âèäà

z∗ = argmin{f1(z, y
∗) = z(z + y∗ − a) | z ∈ [0, a]},

y∗ = argmin{f2(z
∗, y) = y(z∗ + y − a) | y ∈ [0, a]}, (4.7)

ãäå a > 0.
Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíûé ïðèìåð ìîäåëè ïîâåäåíèÿ äâóõ

ìîíîïîëèñòîâ, ïðîèçâîäÿùèõ îäèí è òîò æå òîâàð è êîíêóðèðóþùèõ íà îäíîì è òîì
æå ðûíêå (Äóîïîëèÿ Êóðíî [10]). Ïóñòü z è y � êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïðîèçâîäèìîå
ïåðâûì è âòîðûì ó÷àñòíèêàìè ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè âòîðîé ó÷àñòíèê ïðîèçâîäèò
y∗ åäèíèö ïðîäóêöèè, òî ïåðâûé ó÷àñòíèê â ýòîì ñëó÷àå âûáðîñèò íà ðûíîê z∗ =

=
1

2
(a− y∗) åäèíèö òîâàðà, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò åãî ôóíêöèîíàëüíûå èçäåðæêè:

f1(z, y
∗) = z(z + y∗− a). Àíàëîãè÷íîé ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ y∗ =

1

2
(a− z∗) ïðèäåðæè-

âàåòñÿ âòîðîé ó÷àñòíèê, åñëè åìó èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé èãðîê âûáðîñèë íà ðûíîê z∗

åäèíèö ïðîäóêöèè. Íåïîäâèæíîé òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ äóîïîëèè ÿâëÿåòñÿ ïàðà z∗ =

=
1

3
a, y∗ =

1

3
a. Ïðè ýòîì èçäåðæêè èãðîêîâ ðàâíû − a2

9
. Óñëîâèå (3.3) äëÿ ýòîé

çàäà÷è âûïîëíåíî. Ïðîâåðèì ýòî.
Ïóñòü w = v∗ = (x∗, p∗), v = w = (z, y); òîãäà (3.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(x∗, p∗)
(

1 0
0 1

)(
x∗

p∗

)
+ (z, y)

(
0 1
1 0

)(
x∗

p∗

)
− (a, a)

(
x∗

p∗

)
≤

≤ (z, y)

(
1 0
0 1

)(
z
y

)
+ (z, y)

(
0 1
1 0

) (
z
y

)
− (a, a)

(
z
y

)
.

Îòñþäà: (x∗)2+(p∗)2+zp∗+yx∗−ax∗−ap∗ ≤ z2+y2+2zy−az−ay. Òàê êàê x∗ =
1

3
a è

p∗ =
1

3
a, òî −4

9
a2+

1

3
a(z+y) ≤ (z+y)2−a(z+y). Îêîí÷àòåëüíî: 0 ≤

(
(z + y)− 2

3
a

)2

.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (3.3) äëÿ èãðû (4.7) âûïîëíåíî.

5. Ãðàäèåíòíûé ìåòîä ïðîãíîçíîãî òèïà

Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1). Ñíà÷àëà ñäåëàåì íåáîëü-
øîå çàìå÷àíèå. Ïðåäñòàâèì íåðàâåíñòâà (3.1) è (3.3) â ôîðìå

Φ(w, v∗)− Φ(w, w) ≤ Φ(v∗, v∗)− Φ(v∗, v∗) ≤ Φ(v∗, w)− Φ(v∗, v∗) ∀w ∈ D. (5.1)

Ââåäåì ôóíêöèþ Ψ(v, w) = Φ(v, w) − Φ(v, v) è ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ (5.1) çàïèøåì â âèäå

Ψ(w, v∗) ≤ Ψ(v∗, v∗) ≤ Ψ(v∗, w) ∀w ∈ D. (5.2)

Èç ýòîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà v∗, v∗ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé äëÿ ôóíê-
öèè Ψ(v, w). Ñðàçó æå âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè ôóíêöèþ Ψ(v, w) èñïîëüçîâàòü
äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè v∗, v∗, è òåì ñàìûì � íåïîäâèæíîé òî÷êè v∗? Îòâåò
î÷åâèäåí ñðàçó: âîîáùå ãîâîðÿ � íåò. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(v, w) íå
ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïî v, õîòÿ è âûïóêëà ïî w. Åñëè âñå æå ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü

6



ìåòîäû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñåäëà äëÿ Ψ(v, w) [11], òî ýòè ìåòîäû äîëæíû ñîäåðæàòü
ïðîöåäóðó ñäâèãà êàê ïî v, òàê è ïî w. Â ñèëó ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà ñâîéñòâà ñõîäè-
ìîñòè ìåòîäà áóäóò ïëîõèå, òàê êàê ïî ïåðåìåííîé v ôóíêöèÿ íå âîãíóòà. Â ìåòîäàõ,
ðàçâèâàåìûõ â ýòîé ðàáîòå, ïðåäëîæåí ïîäõîä, â êîòîðîì äâèæåíèå ê ðàâíîâåñèþ (â
÷àñòíîñòè, ê ñåäëó) ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå ïåðåñ÷åòà èòåðàöèé òîëüêî ïî îäíîé
ïåðåìåííîé w è ïðè ýòîì ïðîöåññ ìîíîòîííî (ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà) ñõîäèòñÿ ê
ðàâíîâåñèþ â âûðîæäåííîì ñëó÷àå.

Ñëåäóÿ ïðèâû÷íîé ëîãèêå âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ââåäåì ôóíêöèþ Ëà-
ãðàíæà çàäà÷è (2.1)

L(v∗, w, p) = Φ(v∗, w) + 〈p, g(w)〉, w ∈ Ω, p ≥ 0.

Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (íàïðèìåð, âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèÿ Ñëåéòåðà) ýòó çàäà÷ó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè
ôóíêöèè Ëàãðàíæà L(v∗, w, p), ò.å.

Φ(v∗, v∗) + 〈p, g(v∗)〉 ≤ Φ(v∗, v∗) + 〈p∗, g(v∗)〉 ≤ Φ(v∗, w) + 〈p∗, g(w)〉 (5.3)

äëÿ âñåõ w ∈ Ω, p ≥ 0.
Åñëè Φ(v, w) è g(w) � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, òî (5.3) ìîæíî çàïèñàòü â

ýêâèâàëåíòíîì âèäå
v∗ = πΩ(v∗ − α∇Lw(v∗, v∗, p∗)),

p∗ = π+(p∗ + αg(v∗)),
(5.4)

ãäå π+(·), πΩ(·) � îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò Rn
+ è ìíî-

æåñòâî Ω; ∇Lw(v, w, p) = ∇Φw(v, w) +∇g>(w)p. Çäåñü ∇Φw(v, w) � âåêòîð-ãðàäèåíò
ôóíêöèè Φ(v, w) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé w,∇g>(v) � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà,
â êîòîðîé êàæäûé ñòîëáåö åñòü âåêòîð-ãðàäèåíò ñîîòâåòñòâóþùåé ñêàëÿðíîé ôóíê-
öèè âåêòîðà g(v).

Ðàññìîòðèì âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ, íà êàæäîé èòåðàöèè êîòîðîãî â êà÷åñòâå
âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è îñóùåñòâëÿþòñÿ äâå îïåðàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïðîñòîå
ìíîæåñòâî Ω. Ýòîò ìåòîä îòíîñèòñÿ ê ãðàäèåíòíûì ìåòîäàì ïðîãíîçíîãî òèïà [7].
Ïóñòü v0, p0 � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå; òîãäà ñëåäóþùèå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ðå-
êóððåíòíûì ôîðìóëàì

p̄n = π+(pn + αg(vn)),

ūn = πΩ(vn − α∇Lw(vn, vn, p̄n)),

vn+1 = πΩ(vn − α∇Lw(ūn, ūn, p̄n)),

pn+1 = π+(pn + αg(ūn)),

(5.5)

ãäå

L(v, w, p) = Φ(v, w) + 〈p, g(w)〉, ∇Lw(v, w, p) = ∇Φw(v, w) +∇g>(w)p.

Åñëè îñóùåñòâëÿòü ïðîåêòèðîâàíèå íà ìíîæåñòâî D = {w | g(w) ≤ 0, w ∈ Ω}, òî
ïðîöåññ (5.5) ïðèíèìàåò âèä [7]

ūn = πD(vn − α∇Φw(vn, vn)),

vn+1 = πD(vn − α∇Φw(ūn, ūn)).
(5.6)

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèÿõ ìåíåå æåñòêèõ, ÷åì
(5.5), à èìåííî: äëÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà (5.6) òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.3), à
äëÿ ñõîäèìîñòè (5.5) òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå áîëåå æåñòêîãî óñëîâèÿ (3.7) èëè (3.8).
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Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ (5.5) â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Ïåðâîå è ÷åòâåðòîå
óðàâíåíèÿ èç (5.5) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ çàïè-
øåì â âèäå

〈p̄n − pn − αg(vn), p− p̄n〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0, (5.7)
è

〈pn+1 − pn − αg(ūn), p− pn+1〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0. (5.8)
Âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèì â ôîðìå

〈ūn − vn + α∇Lw(vn, vn, p̄n), w − ūn〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω (5.9)

è
〈vn+1 − vn + α∇Lw(ūn, ūn, p̄n), w − vn+1〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω. (5.10)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî ôóíêöèè ∇Φw(w, w), ∇g>(w) è g(w) óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ëèïøèöà â ôîðìå

|∇Φw(w + h,w + h)−∇Φw(w,w)| ≤ |∇Φ| |h|, (5.11)
|∇g>(w + h)−∇g>(w)| ≤ |∇g>| |h|, (5.12)
|g(w + h)− g(w)| ≤ |g| |h| (5.13)

äëÿ âñåõ w, w + h ∈ Ω, ãäå |∇Φ|, |∇g>| è |g| � êîíñòàíòû Ëèïøèöà.
Ïîëó÷èì îöåíêó îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ vn+1 è ūn äðóã îò äðóãà. Èñïîëüçóÿ ñâîé-

ñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ, îöåíêè (5.11), (5.12), à òàêæå óñëîâèÿ îãðàíè÷åííî-
ñòè |pn| ≤ C èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (5.5), èìååì

|vn+1 − ūn| ≤ α|∇Φw(ūn, ūn) +∇g>(ūn)p̄n −∇Φw(vn, vn)−∇g>(vn)p̄n| ≤
≤ α|∇Φw(ūn, ūn)−∇Φw(vn, vn)|+ α|∇g>(ūn)p̄n −∇g>(vn)p̄n| ≤
≤ α|∇Φ| |ūn − vn|+ α|∇g>| |p̄n| |ūn − vn| ≤ α(|∇Φ|+ |∇g>|C)|ūn − vn|.

Îòñþäà èìååì
|ūn − vn+1| ≤ α(|∇Φ|+ |∇g>|C)|ūn − vn|. (5.14)

Âûïèøåì òàêæå îöåíêó îòêëîíåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ p̄n è pn+1 äðóã îò äðóãà. Èç
(5.5) è (5.13) èìååì

|p̄n − pn+1| ≤ α|g| |ūn − vn|. (5.15)
Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ (5.5) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñ-

íûõ ðåøåíèé, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî (3.8) âûïîëíÿåòñÿ íà Ω, ò.å. ìíîæåñòâå
áîëåå øèðîêîì ÷åì D. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn ïðèíàäëåæèò Ω, òî ýòî
óñëîâèå íå êàæåòñÿ î÷åíü îáðåìåíèòåëüíûì.

Òåîðåìà 1. Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (2.1) íå ïóñòî è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (3.7) èëè (3.8), êàæäîå èç êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íà ìíîæåñòâå Ω, öåëåâàÿ
ôóíêöèÿ Φ(v, w) íåïðåðûâíà ïî v è âûïóêëà ïî w ïðè ëþáîì v ∈ Ω, Ω ∈ Rn � âû-
ïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, êðîìå òîãî, ôóíêöèè Φ(v, w) è g(w) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì (5.11) � (5.13) è |pn| ≤ C, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, ïîðîæäåííàÿ ìåòî-
äîì (5.5) ñ ïàðàìåòðîì 0 < α <

1√
2((|∇Φ|+ |∇g>|C)2 + |g|2)

, ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî

ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé, ò.å. vn → v∗ ∈ Ω∗ ïðè n →∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì w = v∗ â (5.10); òîãäà

〈vn+1 − vn + α∇Lw(ūn, ūn, p̄n), v∗ − vn+1〉 ≥ 0. (5.16)

Îòñþäà
〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ α〈∇Lw(ūn, ūn, p̄n), v∗ − ūn〉−

− α〈∇Lw(vn, vn, p̄n)−∇Lw(ūn, ūn, p̄n), ūn − vn+1〉+
+ α〈∇Lw(vn, vn, p̄n), ūn − vn+1〉 ≥ 0.

(5.17)

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà âûïóêëîñòè (3.6), ïðåîáðàçóåì îòäåëüíî íåêîòîðûå ñëàãà-
åìûå â (5.17). Ñíà÷àëà îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå

〈∇Lw(ūn, ūn, p̄n), v∗ − ūn〉 = 〈∇Φw(ūn, ūn) +∇g>(ūn)p̄n, v∗ − ūn〉 ≤
≤ Φ(ūn, v∗)− Φ(ūn, ūn) + 〈p̄n, g(v∗)− g(ūn)〉,

à çàòåì òðåòüå

〈∇Lw(vn, vn, p̄n)−∇Lw(ūn, ūn, p̄n), ūn − vn+1〉 =

= 〈∇Φw(vn, vn) +∇g>(vn)p̄n −∇Φw(ūn, ūn)−∇g>(ūn)p̄n, ūn − vn+1〉 =

= 〈∇Φw(vn, vn)−∇Φw(ūn, ūn), ūn − vn+1〉+ 〈(∇g>(vn)−∇g>(ūn))p̄n, ūn − vn+1〉 =

= |∇Φ| |vn − ūn| |ūn − vn+1|+ |∇g> |vn − ūn|C|ūn − vn+1| ≤
≤ α(|∇Φ|+ |∇g>|C)2|ūn − vn|2.
Ñ ó÷åòîì ïðîâåäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðåäñòàâèì (5.17) â âèäå

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ α(Φ(ūn, v∗)− Φ(ūn, ūn)) + α〈p̄n, g(v∗)− g(ūn)〉+
+ α2(|∇Φ|+ |∇g>|C)2|ūn − vn|2 + α〈∇Lw(vn, vn, p̄n), ūn − vn+1〉 ≥ 0.

(5.18)

Ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå (5.9) w = vn+1; òîãäà

〈ūn − vn + α∇Lw(vn, vn, p̄n), vn+1 − ūn〉 ≥ 0. (5.19)

Îòñþäà
〈ūn − vn, vn+1 − ūn〉+ α〈∇Lw(vn, vn, p̄n), vn+1 − ūn〉 ≥ 0. (5.20)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (5.18) è (5.20):

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ α(Φ(ūn, v∗)− Φ(ūn, ūn)) + α〈p̄n, g(v∗)− g(ūn)〉+
+ α2(|∇Φ|+ |∇g>|C)2|ūn − vn|2 + 〈ūn − vn, vn+1 − ūn〉 ≥ 0.

(5.21)

Ïîëîæèì â íåðàâåíñòâå (5.3) w = ūn è âûïèøåì åãî â âèäå

Φ(v∗, v∗) + 〈p∗, g(v∗)〉 ≤ Φ(v∗, ūn) + 〈p∗, g(ūn)〉. (5.22)

Ñëîæèì (5.21) è (5.22) è, ó÷èòûâàÿ (3.8), èìååì

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈ūn − vn, vn+1 − ūn〉+
+ α〈p̄n − p∗, g(v∗)− g(ūn)〉+ α2(|∇Φ|+ |∇g>|C)2|ūn − vn|2 ≥ 0.

(5.23)

Ïðåðâåì öåïî÷êó íàøèõ ðàññóæäåíèé ñ òåì, ÷òîáû âåðíóòüñÿ ñþäà ïîçæå, à ñåé-
÷àñ ïðîâåäåì àíàëîãè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûêëàäîê îòíîñèòåëüíî íåðàâåíñòâ
(5.7) è (5.8). Ïîëîæèì p = p∗ â (5.8):

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 − α〈g(ūn), p∗ − pn+1〉 ≥ 0 (5.24)
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è p = pn+1 â (5.7):
〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+ α〈g(ūn)− g(vn), pn+1 − p̄n〉−

− α〈g(ūn), pn+1 − p̄n〉 ≥ 0.
(5.25)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â íåðàâåíñòâå îöåíèì ñ ïîìîùüþ (5.13) è (5.15), à çàòåì íåðà-
âåíñòâà (5.24) è (5.25) ñëîæèì

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+ 〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+
+ α2|g|2 |ūn − vn|2 − α〈g(ūn), p∗ − p̄n〉 ≥ 0.

(5.26)

Äàëåå ñëîæèì (5.23) è (5.26). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 〈p̄n, g(v∗)〉 ≤ 0, 〈p∗, g(v∗)〉 = 0, èìååì
〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈ūn − vn, vn+1 − ūn〉+ 〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+

+ 〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+ α2{(|∇Φ|+ |∇g>|C)2 + |g|2}|ūn − vn|2 ≥ 0.
(5.27)

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî
|x1 − x3|2 = |x1 − x2|2 + 2〈x1 − x2, x2 − x3〉+ |x2 − x3|2, (5.28)

ðàçëîæèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà ñóììó
êâàäðàòîâ:

|vn+1 − v∗|2 + |pn+1 − p∗|2 + |vn+1 − ūn|2 + d|ūn − vn|2+
+ |pn+1 − p̄n|2 + |p̄n − pn|2 ≤ |vn − v∗|2 + |pn − p∗|2. (5.29)

Ïî óñëîâèÿì òåîðåìû âåëè÷èíà d = 1 − 2α2{(|∇Φ| + |∇g>|C)2 + |g|2} > 0. Ïðî-
ñóììèðóåì íåðàâåíñòâî (5.29) îò n = 0 äî n = N :

|vN+1 − v∗|2 + |pN+1 − p∗|2 +
k=N∑
k=0

|vk+1 − ūk|2 + d
k=N∑
k=0

|ūk − vk|2+

+
k=N∑
k=0

|pk+1 − p̄k|2 +
k=N∑
k=0

|p̄k − pk|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |p0 − p∗|2.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè:
|vN+1 − v∗|2 + |pN+1 − p∗|2 ≤ |v0 − v∗|2 + |p0 − p∗|2,

à òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ
∞∑

k=0

|vk+1 − ūk|2 < ∞,

∞∑

k=0

|ūk − vk|2 < ∞,

∞∑

k=0

|pk+1 − p̄k|2 < ∞,

∞∑

k=0

|p̄k − pk|2 < ∞

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èí
|vn+1 − ūn|2 → 0, |ūn − vn|2 → 0, |pn+1 − p̄n|2 → 0, |p̄n − pn|2 → 0, n →∞.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, pn îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v′, p′ òàêîé,
÷òî vni → v′, pni → p′ ïðè ni →∞ è ïðè ýòîì

|vni+1 − ūni|2 → 0, |ūni − vni|2 → 0, |pni+1 − p̄ni|2 → 0, |p̄ni − pni|2 → 0.

Ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â (5.5), äëÿ âñåõ ni →∞ ïîëó÷èì:
v′ = πΩ(v′ − α∇Lw(v′, v′, p′)), p′ = π+(p′ + αg(v′)).

Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ (5.4), òî v′ = v∗ ∈ Ω∗, p′ = p∗ ≥ 0, ò.å. ëþ-
áàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn, pn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óñëîâèå
ìîíîòîííîñòè óáûâàíèÿ âåëè÷èíû |vn − v∗| + |pn − p∗| îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü
ïðåäåëüíîé òî÷êè, ò.å. ñõîäèìîñòü vn → v∗, pn → p∗ ïðè n →∞.
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6. Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ðàâíîâåñíîé çàäà÷è, à çàòåì
ïðîãíîçíûé ìåòîä åå ðåøåíèÿ. ×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ðàññóæäàòü â óäîáíûõ
òåðìèíàõ ïðèáûëè è èçäåðæåê ïðîèçâîäñòâà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è
ôóíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ â (2.1) âîãíóòûå, ò.å.

v∗ ∈ Argmax{Φ(v∗, w) | g(v∗, w) ≥ b, w ∈ Ω}, (6.1)

ãäå b ≥ 0. Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ó÷àñòíèêîâ,
îäíîãî èç êîòîðûõ áóäåì íàçûâàòü óïðàâëÿþùèé îðãàí èëè ïðîñòî óïðàâëåíèå, à
äðóãîãî � ïðîèçâîäñòâî. Ïóñòü v ∈ Ω � íàáîð àëüòåðíàòèâ ïåðâîãî ó÷àñòíèêà, à w ∈
∈ Ω � âòîðîãî. Õîä ïåðâîãî ó÷àñòíèêà ñîñòîèò â âûáîðå àëüòåðíàòèâû v ∈ Ω, êîòî-
ðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëàí, ïëàíîâîå çàäàíèå èëè óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå
íà ïðîèçâîäñòâî. Ðåàêöèÿ ïðîèçâîäñòâà íà õîä ïåðâîãî èãðîêà âñåãäà îäíîçíà÷íà è
ñîñòîèò â ïðåäúÿâëåíèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé çàäà÷è (6.1). Ýòî ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü (êîòîðàÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíîé òî÷êè) îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ
ïðîèçâîäñòâà, ïðè÷åì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ Φ(v, w) ïðè ôèêñèðîâàííîì v ìàêñèìèçèðó-
åò äîõîä èëè ïðèáûëü îò ðåàëèçàöèè ïðîäóêöèè ýòîãî ïëàíà. Ïðîèçâîäñòâó âûãîäíà
ðåàëèçàöèÿ îäíîãî èç ñâîèõ îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, íåâûãîäíà ðå-
àëèçàöèÿ òîãî ïëàíà, ÷òî ïðåäëîæèëî óïðàâëåíèå. Ðàçðåøåíèå êîíôëèêòà ñîñòîèò
â âûáîðå ïåðâûì ó÷àñòíèêîì òàêîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ îïòèìàëüíûì
ïëàíîì ïðîèçâîäñòâà. Ôîðìàëüíî ýòî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà çàäà÷è (6.1).

Â ýòîé çàäà÷å öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðîèçâîäñòâà Φ(v, w) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà v ∈ Ω,
êîòîðûì óïðàâëÿåò ïëàíèðóþùèé îðãàí. Åñëè v = v0 ∈ Ω ôèêñèðîâàíî, òî, ìåíÿÿ
ïëàíû ïðîèçâîäñòâà w ∈ Ω, ìû ïîëó÷àåì ðàçëè÷íóþ ïðèáûëü. Â ýòîé ñèòóàöèè
íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ ïðîèçâîäñòâà � ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîé äîõîä. Åñëè æå, íàîáî-
ðîò, óðîâåíü ïðîèçâîäñòâà ôèêñèðîâàí w = w0 ∈ Ω, òî ïëàíèðóþùèé îðãàí, ìåíÿÿ
óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð v ∈ Ω, èçìåíÿåò óðîâåíü ïðèáûëè ïðîèçâîäñòâà. Âîçìîæ-
íîñòü ïëàíèðóþùåãî îðãàíà óïðàâëÿòü ïðèáûëüþ ïðîèçâîäñòâà ìû áóäåì èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê íàëîã íà ïðîèçâîäñòâî èëè îò÷èñëåíèÿ â ïîëüçó ïëàíèðóþùåãî îðãàíà.
Â ýòîé ñèòóàöèè ëþáûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(v, w) íà äèàãîíàëè êâàäðàòà Ω × Ω
åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê öåíó (èëè ñòîèìîñòü) êîìïðîìèññà, ïîñêîëüêó âñå
ðàâíîâåñíûå ðåøåíèÿ ëåæàò íà ýòîé äèàãîíàëè.

Â ýòèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ íåðàâåíñòâà (3.1) è (3.3) èìåþò ñëåäóþùèé ýêîíîìè÷åñêèé
ñìûñë. Â òåðìèíàõ çàäà÷è (6.1) íåðàâåíñòâî (3.1)

Φ(v∗, v∗) ≥ Φ(v∗, w) ∀w ∈ Ω

îçíà÷àåò, ÷òî â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè ïðîèçâîäñòâó íåâûãîäíî îòêëîíÿòñÿ îò ñâîåãî
îïòèìàëüíîãî ïëàíà. Ñîîòâåòñòâåííî, íåðàâåíñòâî (3.3)

Φ(w, v∗) ≥ Φ(w, w) ∀w ∈ Ω

îçíà÷àåò, ÷òî â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè íàëîã íà ïðîèçâîäñòâî íå äîëæåí áûòü ñëèø-
êîì áîëüøèì, à èìåííî: îñòàâøàÿñÿ ïîñëå îò÷èñëåíèÿ íàëîãà ïðèáûëü äîëæíà áûòü
íå íèæå öåíû êîìïðîìèññà. Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ ïðèäàåò ýêîíîìè÷åñêîé ñè-
ñòåìå óñòîé÷èâûé õàðàêòåð (àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü).

Â ýòîé ñõåìå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ó÷àñòíèêîâ íå ó÷èòûâàþòñÿ èíòåðåñû òðåòüå-
ãî, íàçûâàåìîãî ðûíêîì. Ôîðìàëüíî òðåòüåãî ó÷àñòíèêà ââåäåì â èãðó ñ ïîìîùüþ
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ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L(v, w, p) = Φ(v, w) + 〈p, g(w)− b〉 ∀v, w ∈ Ω× Ω, ∀p ≥ 0. (6.2)

Ðûíîê âîçäåéñòâóåò íà ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ïîìîùüþ öåí p ≥ 0. Èìåííî ïî
ýòèì öåíàì ïðîèçâîäñòâî ïîêóïàåò íà ðûíêå m âèäîâ ðåñóðñîâ g(w) ñ ó÷åòîì èìå-
þùåãîñÿ íàëè÷íîãî çàïàñà, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì b. Åñëè gi(w) > bi äëÿ
íåêîòîðîãî i = 1, 2, . . . , m, òî ïîñëå ðåàëèçàöèè ïëàíà w îñòàþòñÿ èçëèøêè ðåñóðñîâ,
åñëè æå gi(w) < bi, i = 1, 2, . . . , m, òî ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà ðåñóðñîâ ÿâíî
íåäîñòàòî÷íî, è ÷òîáû ðåàëèçîâàòü ïëàí w, íåîáõîäèìî çàêóïèòü íåäîñòàþùèå âèäû
ðåñóðñîâ. Êàæäîå ñëàãàåìîå âèäà pi(gi(w)− bi) â ôóíêöèè Ëàãðàíæà â çàâèñèìîñòè
îò çíàêà áóäåò îçíà÷àòü äîïîëíèòåëüíóþ ïðèáûëü îò ïðîäàæè èçëèøêîâ ðåñóðñîâ
èëè, íàîáîðîò, çàòðàòû íà ïîêóïêó íåäîñòàþùèõ ðåñóðñîâ. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñóììàðíóþ ïðèáûëü, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äîõîä îò ïðîäàæè êî-
íå÷íîé ïðîäóêöèè Φ(v, w) è ëèáî äîïîëíèòåëüíóþ ïðèáûëü îò ïðîäàæè èçëèøêîâ
ðåñóðñîâ, ëèáî ðàñõîäû äëÿ èõ çàêóïîê. Åñëè ðûíîê çàäàë íåêîòîðûé óðîâåíü öåí,
òî ïðîèçâîäñòâî, ðåàãèðóÿ íà ýòî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå çàäàííîãî óïðàâëÿþùåãî
âîçäåéñòâèÿ, ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ñóììàðíóþ ïðèáûëü, ò.å. ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà [12].

Ðûíîê èçâëåêàåò ñâîþ ïðèáûëü îò ïðîäàæè ðåñóðñîâ ïðîèçâîäñòâó ïðè óñëîâèè,
÷òî ïîñëåäíèé ïðè çàäàííîì óïðàâëåíèè v ∈ Ω âûáðàë ñâîé îïòèìàëüíûé ïëàí
w ∈ Ω. ×òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü, ðûíîê, âàðüèðóÿ öåíû p ≥ 0, ìè-
íèìèçèðóåò ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ïî öåíàì: min{L(v, w, p) | p ≥ 0}. Åñëè ñóùåñòâóåò
ñåäëîâàÿ òî÷êà w∗, p∗ äëÿ íåêîòîðîãî v ∈ Ω, òî èìååò ìåñòî êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå

min
p≥0

L(v, w∗p) = max
w∈Ω

L(v, w, p∗).

Ýòî ñîîòíîøåíèå îáåñïå÷èâàåò ðàâåíñòâî èíòåðåñîâ ïðîèçâîäñòâà è ðûíêà. ×òîáû
îáåñïå÷èòü ïîëíûé áàëàíñ èíòåðåñîâ ó÷àñòíèêîâ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, íåîáõîäè-
ìî ñîâïàäåíèå ïëàíîâ óïðàâëåíèÿ è ïðîèçâîäñòâà ñ ó÷åòîì ðûíî÷íîé êîíúþíêòóðû.

Ìåòîä (5.5), îïèñàííûé â ýòîé ðàáîòå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåõàíèçì ñîãëàñîâàíèÿ
÷àñòè÷íî ïðîòèâîðå÷èâûõ èíòåðåñîâ ó÷àñòíèêîâ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ýòîò ìåòîä
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîõîäîâóþ èãðó ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ õîäàìè ãðàäèåíò-
íîãî òèïà. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäñòâî è ðûíîê äåëàþò õîäû îäíîãî è òîãî æå âèäà, òî
îíè ëåãêî ïðîãíîçèðóþòñÿ ïëàíèðóþùèì îðãàíîì. Èòàê, ïóñòü íà n-îì øàãå ñîñòîÿ-
íèå ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû èçâåñòíî è îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì îáúåìîâ ïðîèçâîäñòâà
è öåí vn, pn. Íà ñëåäóþùåì øàãå ïëàíèðîâàíèå äåëàåò ïðîãíîç öåí è ïî ôîðìóëàì
(5.5) (ïåðâàÿ ñòðîêà) âû÷èñëÿåò âåêòîð p̄n, çàòåì ñ ó÷åòîì ïðîãíîçíûõ öåí âû÷èñëÿ-
åò ïðîãíîçíûå îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ūn è, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ïëàíîâûå çàäàíèÿ,
ïðåäúÿâëÿåò ïðîèçâîäñòâó. Çàòåì ïðîèçâîäñòâî ðåàëèçóåò ïëàíîâûå çàäàíèÿ è âû-
÷èñëÿåò ðåàëüíûé âåêòîð îáúåìîâ ïðîäóêöèè ïî ôîðìóëàì

vn+1 = πΩ(vn − α∇Lw(ūn, vn, p̄n)).

Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî øàãà áóäåò íåñêîëüêî âûøå, åñëè ïðî-
èçâîäñòâî â ñâîèõ äåéñòâèÿõ áóäåò èñõîäèòü íå èç ðåàëüíîãî âåêòîðà îáúåìîâ vn, à
èç ïðîãíîçèðóåìîãî ūn. Èìåííî ýòîò âàðèàíò è ðåàëèçîâàí â ôîðìóëàõ (5.5) (òðå-
òüÿ ñòðîêà). Â êà÷åñòâå çàâåðøàþùåãî ýòàïà (n + 1)-é èòåðàöèè ðûíîê, èñïîëüçóÿ
ðåàëüíûå vn+1 èëè ïðîãíîçèðóåìûå ūn îáúåìû ïðîèçâîäñòâà, âû÷èñëÿåò ñâîé ðåàëü-
íûé âåêòîð öåí pn+1. Ñòðàòåãèÿ ïîâåäåíèÿ óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ïðîãíîçàõ,
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ýôôåêòèâíà, òàê êàê ñ ðîñòîì ÷èñëà õîäîâ ïðîöåññ èãðû ñõîäèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó
ñîñòîÿíèþ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû.
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